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π一 +RiD=Esmωt dt n 
RiR=2f片 ( 1.1 ) 
i = iR+iC 
ここに πはコイルの巻数であり， φは鉄心中の磁束である。鉄心の磁化特性を次のように仮定
するJ
τ~i=aØ3 ( 1.2) 
ここに αは鉄心の磁化特性による定数である。電流，磁東，および容量を無次元化するために
i=J.， u ， φ=o九百， C=C"，m ( 1.3) 
によって定義される U，V，およびm を導入する。ここに ι，φ町およびCπ はそれぞれ電流，
磁束，および容量の単位量であり，任意に選ぶことができるが計算を簡単にするために
πω2CπO.，=ln， aφJ=πJn (1.4) 
なる関係を設ける。式(1.2)は式(1.3)および式(1.4 )を用いると，
zι= v3 ( 1.5 ) 
となる。式(1.3)，式(1.4 )，および式(1.5 )を用いて式(1.1 )を書き直せば，けこついて次の
基礎方程式を得る。
~ ~)乙
d2 V k d v 1 _ / -ー で+一一一+一日=B./1+(k/m)2∞sτ















まず， k= 0およびB=0の場合，式(1.6 )は




となる。共振回路の固有周波数を h とすると， νJは上式より v2/mの平均値にほぼ等しいと
考えられ， vの第 1次近似として次式を仮定する。
v =A"oSm (νo T +αν。) ( 1.8 ) 
式(1.8)を式(1. 7)に代入して調波解析を行なうと，振幅ん.と固有周波数 hの関係を与え
る次式を得る。
日 JEAH ( 1.9 ) 
つぎに， kが比較的小さく Bが零でない場合には，解の主要周波数成分は外力周波数を 1とす
れば，これと固有周波数に近い周波数〆の成分であると考え，第 1次近似として次式を仮定
する。
v = A1 sm (τ+αd+AνSJn(ν.+αν) 
ここで式(1.6)を書き直すと
ここに
d2 V k d v 1 -一 =B帽∞s.-一一一一-v' dτZ 川 m dτm
Bm= B./ 1+ (k/m)2 
( 1.10) 
(1.11) 







v=ー BmCOSr十と IA1ωS (r +α1) +土ん∞IS(IIr+αν) I 
- m 1 
1 ~. 3.2 3 . ~ +ー[(-7A:+: A/)A1Sin (r+αt) 
m -4 2 
1 . 3.2 3 + -=_( .:A: + ~ A; )ん sm(νr+αρ 
ν・ 4 2 





4 ( 2 _11)2 







ここに A は積分定数である。式(1.12)より uの周波数 1およびv以外の周波数成分を得る。
これらの成分の内，振幅の比較的大きな周波数成分を考慮して uの第2次近似式を次のように
仮定するf









ν亘1: v=Asm(r+αd+Aνsm (νr+αν) 
+ A1-2"sin [( 1-211 ) r + al_2"J 






+Az-νsin[(2-1I).+α2ーν]+ A3 sm (3.十α3) 
、
?























1に等しくなる 1， 211-1 
周波数
























3 .2 3 .2 _ 3. 2 3 .2 _ 
P1= -=A; + -=Aν-m， Pν=-; A，+ = Al--112m 
























( 1.19 ) 
( 1.20 ) 
( 1.21 ) 
周波数νがYs， 1，あるいは3の場合，それぞれ式(1.16)，式(1.19)，あるいは式(1.20 ) 
において，パラメタ B，k ，あるいはmを適当に与えると，振幅Al，A"，位相角的，および
ανがすべて求まる。周波数 νが一定の値に対し，式(1.6 )の解がパラメタ B，k ，およびm
-10ー
のある範囲内で求まるので，その範囲内で解(1.10)が外力に同期化する領域のあることが判る。
周波数νがYs， 1，および3以外の場合には，式(1. 21 )の第4式れ=0より次式を得る。
kAν=。 ( 1.22) 
まず，パラメタ kが零でない場合には，振幅んは零である。式(1.10 )の程度の近似では v
がYs， 1，および 3以外の解は表わされないので，後の第1.4ω 節で高次の近似解を求めて解
析する。つぎに，パラメタ kが零の場合には，式(1.21 )より，パラメタ 8，m，および振幅AII
を適当に与えると，振幅 Al，位相角 αl'および周波数νが定まる。しかし，位相角αν は定ま
らない。またパラメタ Bあるいはmを変えると周披数νもそれにつれて連続的に変化するので，
解(1.10)が外力に同期化する領域のないことが判る。
表1.1に示したように周波数νの値如何によっては 311， 1-211等見掛上では 1または νと





周波数 vが1より小さい場合の定常解(1.13)の周波数ハ振幅 A1，ん， h-M位相角叫，ι，








ν=ー ν=ー一 ν=ー Vニ=ーー
2 周波数 v 3 2 5 3 3 
vキ 5ー，vキ 3ー 
1に等しくなる 1， 3v 1 l 1 
2-3v 1 
周波数 3-6v 4v-1 511-2 3-611 
vに等しくなる v， 1-2v v ν 
周波数
4v-1 2-3v 3-4v ν 1 
2-5v 5v-2 6 v-3 
1-211に等しくなる 1-2v 1-2 v 1 -2 v 
周波数
川こ等しくなる 1-2ν 
3-6v 2-311 3-411 
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表1.2に示したように，周波数 νがYs， Y2， %，および%のとき， 2-3ν， 4ν-1等見掛上
では1.1，または 1ー 2ν と異なる周波数も 1，1，または 1-211に等しくなる。
周波数νが1より大きい場合の定常解(1.14)の周波数 h 振幅 Al'ん，A2-v，位相角 α1，
αν，および α2-νを決定するために，式(1.14)を式(1.6 )に代入し，周波数 1，1，および 2-11
の周波数成分を含む三角関数 sineおよび cosineの係数をそれぞれ零に等しいと置く。 式
( 1.14 )を式(1.6)に代入して得られる式には表1.3に示す周波数の成分が含まれる。表1.3
に示したように，周波数 νが1， %， Ys， 2. Ys， 3，および5のとき， 3-211， 6-311等見掛上で












主要成分の 5 3 5 7 νキす，1キ2
11=1 ν =ー -111=ーー 1 =2 Vニ=ー ー 11=3 11= 5 




1に等しくなる 1 1 1 211-1 ν一2
1 5-211 1 
周波数 3-211 311-6 211-5 11-4 6 -311 211-3 
4-3ν 4-11 
v 
νに等しくなる 1に等し 1 v 1 211-3 v 
4-11 ν v 
周波数 くなる 6-311 5-211 3 211-5 311-4 
311-6 
2-11に等しくなる 1に等し 2-11 2-11 2-11 11-2 1に等し ν-2 
2 -1 







Y1+一一一一(Av'A1・2ν∞ISCP1一2AtA 1-2ν∞SCP2 )= 0 8m A1 






CP1=ー α1+2ανーα1-2ν， CP2 = 2α1-2ν=π 
'-'--に
X1=ー よ(ルト;イ1-2vsm a) +が町1.m 
1 ，~ 3 1 .2 1 1 Y1=云一 (P1一一ーんイ1-2vωsα)一一 B血ー smι
2m 4A1 --， W_ -， 2 刷 A1~"，-， 
X13 ν=ーτ一(kνAv一τA1AνA1・2νsmα)
L.m z 
y，=_l 戸 τー (九--::-AtAI-2v COSα) 
L.m z 
XI-2ν=一?と[k(1-2l1)イ1-2ν+7dldfsM
Y 131 ，、1-2ν=で一 (P1・2ν一一一一一-A1A~ COSα〕2m ー 4 A 1-2ν .， --" 
3 .4 2 ， 3 F ，2 ， 2 ， 3 ，2 . 3 .2 2 p， = ..::.....A1• +ー (ん +AI-2ν) -m， Pν =~A~ +一(A1-+ A 1・2〓)-)12m 4 2 . --- .-， _.v 4-" 2'''' 'Hl-"ν 
P32322 
1-2ν="4 Al-iv +2 (A1-+ん)ー(1-2ν )2m，a=α1-2ανーα1-2ν
(3) νが%のとき
( 1.23) 









Xu -_! ν一τ一ーイ1-2ν(3 A1 sm <Pl十 AI-2νsm<P2 ) = 0 
om 




yl-~" -~ 1211 8m AII (2イ1∞S<Pl - AI-211ωS<pz ) = 0 
伊1-ー α1十αν 一2al-211， <P2 =-aν-3α1-2ν 
ただし式(1.24)の記号を用いた。
ω) νが%のとき

















( 1.26 ) 
ただし 式(1.24)の記号を用いた。
(5) νがYs， Y2， %'，および%以外のとき
式(1.13)を式(1.6)に代入し，周波数 1，1，および 1-2ν の周波数成分を含む三角関数
sineおよび cosineの係数をそれぞれ零に等しいと置くと次式を得る。
Xl=O， Y1=0. Xv=O. YV= 0 





X1-2ν= 0， Y 1-2v= 0 
ただし 式(1.24)の記号を用いた。
周波数 νがY2，%"あるいは%のとき，それぞれ式(1.23) ，式(1.25) ，あるいは式(1.26) 
より各振幅および位相角が求まるf 周波数 νが一定の値に対し，式(1.6)の解(1.13)がパ
ラメタ B，k，およびmのある範囲で求まるので，その範囲内で解(1.13)が外力に同期化する
領域のあることが判る。周波数 vがY2， %"および%以外のときには，式(1.27 )において振
幅Al，Av，A1-2ν，位相角a1 ，α(=α1-2ι-a1-2ν) ，および周波数vが未知数であると考









Xν+τ- A2-~ SIn9'= 0 
om 
1 1 • 
Yν+一一-A2-~ αぉ9'= 0 8m Aν “ 
Xぃ一手 AvA2-:sin9'=0 
om 










zm z z 
1 ，~ :5 1 1 
Y1=でニー (PI+よイνA2-ν∞sα)一一一=-B血 cosι2m 2 -. 2 AI -.. -， 
L=-4(kvん-LLJlnα)
乙7耳 4
Yu1312 】ν=一一 (Pν十一一- A-Aド"cosα) 2m 4 Aν ー“" -~ ， 
X2ーν=ーコ!_[k ( 2-ν)Aぃ -2dfdνsinaJ
z 刀~ 4 
3 1 。
リ=でー (P2-v十一一一- A; ん∞sα)
どm -- 4 A2-ν' 
3 .2 3 ， ， 
p，= -Æ-十一 (Av-+A2-~) -m， 4 2 -'" 
3 2 3 2 ? Pν =~A~+ ー (Æ" +A2-~) ー ν2m4 -. 2 -. --~ v 
ん=シ2-:づ(A12+必)ー (2-1/)2m， a=-払 +αν 十α2-ν
(7) 1/が%のとき
( 1.29 ) 
式(1.14)を式(1.6 )に代入し，周波数 1，Ys，および%の周波数成分を含む三角関数 Slne
および cosineの係数をそれぞれ零に等しいと置くと次式を得る。
X1+ιdz-f(3ん smCf!1リトνsmCf!2 ) = 0 
07冗
1 1 
Y1十一一一ーイ2-~ ( 3ん∞SCf!1十イ 2ー ν∞SCf!2) = 0 
8m A 
X，，-~ A. A?_~ ν一τ=-I 2-νsm Cf!1 
。押E
y" _ _l_ 1 ν一一一一一 AIA2-να)S Cf!1 
8m Av 
X2-ν+三 μ2-ν(2ん smcf!けんsmCf!2) = 0 。m
Y 2ー によ AI(2ん仰けんーνωSCf!2 ) = 0 
om 
Cf!1=ー αz十 αν一2α2-ν" Cf!2=-α1十 3α2ーν
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( 1.30 ) 
ただし 式(1.29 )の記号を用いた。
(8) 1が2のとき






Y. -~ E17J d2-Jん coscpけんーν∞SCP2)=0
Xν+三-A12Az_νsmCPl= 0 
。官1
y ，，_~ 1 
ν一一一一一-A1- Az-ν∞SCPl= 0 
8m Aν 
y?_" -__! 2ーν一τ一-Az-νCOS CP2= 0 。宵l








X1+τ- A2-~ smcp= 0 
om 




Yv = 0 
3 • 
X2-ν+τ一ー AIA2-~ smcp= 0 
om 











X，+三イ2-v (A2 sin Cf!， 十AvA2り smCf!2 ) = 0 
dm 
y，+三イ九2ト-叩νパ(川イAμ，C∞仰0
δm -- A， 
Xν 十士三 M2JS仰 2=0 
dm 
3] • 
Yv +一一-:-A A2-~ ωS Cf!2 = 0 8m Aν ( 1.33) 
X2・ν+てLAdsln机 +3イvA2-vS仰 2 )= 0 
om 
Yz・けよ dl-Luhs引けんイ2-VCOS<P2 )=0 
8m イ2-v
.:. .:. ~乙
Cf!， = 3α，+α2-ν， <P2 =α，+αν+2α1-2ν 
ただし式(1.29 )の記号を用いた。
(12) νが 1，%， Ys， 2， Ji， 3，および 5以外のとき
式(1.14)を式(1.6)に代入し，周波数 1，人および 2-11の周波数成分を含む三角関数sine
および cosineの係数をそれぞれ零に等しいと置くと次式を得る。




周波数 νが%， Ys， 2， Ji， あるいは 5のとき，それぞれ式(1.28) ，式(1.30)，式(1.31)，
式(1.32)，あるいは式(1. 33 )より各振幅および位相角が求まる。周波数 νが一定の値に対し，
式(1.6 )の解(1.14 )がパラメタ B，k，および mのある範囲で求まるので，その範囲内で解
( 1.14)が外力に同期化する領域のあることが判る。周波数 νが 1，%， Ys， 2， Ji， 3，および5
。 。? ?
以外のとき，式(1.34 )の第 3式および第5式より
k I J，I A~ +(ト2)ん-ii==0 ( 1.35) 
となる。まず kが零でないとき， J，I > 1， A ，2;:; A 2 _ !孟0なる場合を考えているから振幅A"
およびA2-νは零となる。つぎに kが零の場合には，パラメタ B，m，および振幅A"を適当に


















">" ">- ，_?"' ._ '-rc._ 
(2) ys調波解
(P2+k2)A/= B~ m2 
sin a1= PAt! (Bm m)， ∞sα1 = kAl/(Bmm) 
( 1.36 ) 
P=?AZ-m 
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1 ~ AJ，/ 2 ， .， _ 1 AJ，l 
[( p，一持才)-+ド(1 +百三77Mz=Bmmz
P.)+工k2=ヱA，2Al ぺ 9 16 イ
1 A1} 
sm民=(p， ー土 Pl/~)イ，/ (Bm m) 
3 73 A. 
1 AYa 
Cosa， =(1十τ でー一)kA，/(Bmm) 
J A1- ( 1.37 ) 
sm (a，-3α)=J1k/(3A dー)ya J - 3 " ¥ J/1' /1Ya 
COS (α，-3α%)=4P%/(3A1J4%) 
'-'-に
3.2 3.. _ 3 • 3 2 1 
P，=":"A，-+-:-Al/2-m， P =ーー イー 2+~ A，. 4 2イ， 'Ya 4 rI ys I 2 rI' 9 
(3) 第 3高調波解
[件 3pd)2+K2(1+9三)2J At" =山 z
(P:+ 9 k2)A."=土ィf
" 16 
sma，= (P，ー3P37)ム/(Bm m) 





?? ??? ??，?? 、? ??? ??
( 1.38 ) 
sm (α3 -3α，)= -12k.43/イ23
∞S (α3-3a1)= 4 P3A3/A13 
':- ._ ，.ァ、一、-''-
3 .2 3 .2 _ 3 • 3 9 p ，=~ .4，. +~ A;-m， P3=':::" .43.+"::' At"-9m 4 2 -4--'2 





文献 [lJに従って周期解(1.10 )の安定性を吟味するために，この周期解を Vo(τ)で表わ
し，それからの微小変分 c(，)を考える。 c(，)が時間の経過と共に零に収束すれば周期解は安定
であり， c (，)が発散すれば周期解は不安定である。変分 c(τ)を
v(，)=vo(τ) + c(，) ( 1.39) 
によって定義し，式(1.39 )を式(1.6)に代入し， c (，)の 2次以上の項を無視すると
d2c k dC 3 一一一+一一一+__:::_V _2 c = 0 
d，" m dτ m " 
なる変分方程式を得る。そこで
c(τ) = e-dτ可(，) k o=一一
2m 
なる変換を用いて，式(1. 40)より









k • 3 • 
8.=一(---;.-).+ ~ At" 














( 1.43 ) 
(1.44) 
で表わされる解を持つ。ここに μは特性指数と称する定数で (}o，(}1S，および(}1cによって











。0+μ2-1 -(} 1c 。1s-2μ 
=0 ( 1.46 ) 
(} 1s + 2μ 。0+μ2-1+(}1c
式(1.41 )および式(1.45 )より， IμI<dならば時間の紐畠と共に変分5σ)は零に収束する。
[ lJ
従って第 1次不安定領域における安定条件は次式で与えられる。








? ??? ??」、???? ?????????? ??????? ?「??? ???
ヲ.. -:.- 1.'7' 
'-'-・」
。0= (ーでと)2十三(A12+ A 1/2) 





s=JL[d zsin2α ー2A1A ー sm(叫一句 )J
4m イペ Y 
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{} lc =ま [-d似
。 3= -_-A1A I/sm (αl+av) 2m イイ
。c=-JLAdωS(a1+al/) 2m LC< l LC<Ya~" ，-， '-Ya 
。 3 •. 








引り=el.T [αya sin (対τ-oYa)+α1sm (rー σt)J ( 1.49 ) 
[IJ 
と仮定する。 式(1.49 )を式(1.48)に代入し調波解析を行なうと次式を得る。
{}o+μ2ー 土-{}1 2 。lc-{} 2c 。2$ -{} 1$ 。1一 μ9 -JC $ 3 
2 
(}o+μ2-i+01 。1$十{}2s 。lc+ {} 2c 。1$十三μ 9 ' -lC 
.1 1(J.t)三| 1= 0 ( 1.50 ) 。lc- {}2c 。Is+ {}2s 。~+μZ-1-{}3c {} 3s -2μ 
。2s-{}ls 。lC+{}2c 。3s十 2μ {}o+μZ-1+{}3c 
また第 2次不安定領域における式(1.48 )の解を




.12 (r)三 I2{}ls {}o+μ2_.!-{}2 4 ( 1.52) 。2 一 μ9 -z;c $ 3 
4 
{}o十μ2_.!+ {}2 2{}lc 。2s+Eμ 9 ' -;，:;c 
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式(1.41)，式(1.49 ) ，および式(1.51 )より， Iμ1< oならば時間の経過と共に変分Eσ)
は零に収束する。従って第1次不安定領域および第3次不安定領域における安定条件および第
2次不安定領域における安定条件はそれぞれ次式で与えられる。
.11 (O) > 0 




d2η 3 -τ+ [80+ 2 L.; 8πCOS ( 2nr一九)]可=0
aιπ=1 
。'0=一(ーと)2+之 (At2+ Aa2 ) 
2m / 2m 
8_ 。:=OL十。;c， εn-凶ー 1 /bd 
‘， ，‘ c 











-- 4 m 
式(1. 55 )の第 1次不安定領域および第 3次不安定領域における解を
守(T)=e阿 [α1sm (τ-u1) +αaSm(3T-Ua)] 
( 1.53) 
( 1.54) 
( 1.55 ) 
( 1.56 ) 
[IJ 
と仮定する。 式(1.56 )を式(1. 55 )に代入し調波解析を行なうと μを定める次式を得る。
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。0+μ2_1 -() 1c 。1.-2μ 。1c-(}2c (}2. -θ1. 
。1s+ 2μ 。0+μ2-1+(}1c 。1.+() 2. 。1c+() 2c 
1 =0 (1.57) 。1c- (}2C 。1.+ {}2. 。~+μ2-9-(}1C 。3.-6μ 
。2.-(}1s 。1c+(}2C {}3. + 6μ 。0+μ2-9+(}1C
また第2次不安定領域における式(1.55)の解を
マ(，)=e.ur [α0+α2sin (2，-a2)] (1.58 ) 
[2J 
と仮定する。 式(1.58)を式(1.55 )に代入し調波解析を行なうと μを定める次の式を得
る。
。0+μ2 。1. 。1c
ゐω三 I2{} 1 s 。0+μ2-4-(}2C 。2.-4μ =0 ( 1.59) 
2(}1C 。2.+4μ 。0+μ2-4+ (}2C 
式(1.41 ) ，式(1.56)，および式(1.58 )より， 1μ1<δ ならば時聞の経過と共に変分c(，)は
零に収束する。従って第1次不安定領域および第 3次不安定領域における安定条件および第2
次不安定領域における安定条件は次式で与えられる。
JM)>O ( 1.60 ) 
J2(d) > 0 ( 1.61 ) 
数値例
基本調波解， X調波解，および第 3高調波解の振幅特性を式(1.36)，式(1.37 )， および式
( 1.38)より求め，その結果を図1.2および図1.3に示す。系のパラメタは
図1.2: k = 0.05 ， m= 2.0 ( 1.62) 




































0.8 0.2 0 0 起することにより周期解




































d可 3 ~ 一 =_':::'VOZc-一守d-r m m 
( 1.64 ) 
Floquetの理論によれ式(1.64 )は
c(ι)(r+L)=mz E{i){T)， (i)，_，.，_ ~(i) 甲 (-r+L)=m.i守(-r) ( 1.65) 




可1(0)=0 守2(0) = 1 
( 1.66 ) 
c 1(0)= 1 c 2(ω=0 










c<i)(吋=eμiT dJ)， (i) μzτ (i) 可 (τ)=e 九
( 1.67) 
( 1.68 ) 
( 1.69) 
と表わすことができる。[2J ここに的は特性指数であり， Az) および Ø~i)， (i= 1， 2) は周
期Lの周期関数である。
式(1.64)の一般解は線形微分方程式の理論により互に独立な2組の基本解を用いて
c(-r) =三 cι c(i) (-r) ， 手、 (i)可(τ)=~ c;布(-r) ( 1.70 ) 
と表わされる。ここに C，および C2は任意定数である。したがって特性乗数 m および m2の絶
対値が lつでも 1より大きいとき，それに対応する基本解 (c(i)σ)，市(i)(-r)， ( i = ]， 2)は時間
の経過と共に発散して不安定となり，式(1.64)の解(1.70 )が不安定となる。また特性乗数m










* KDC I (京都大学計算機No.2 )を使用し， RKG法により計算した。
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k = 0.05 




































[什 PY2手)2+K2(1+t手)2 ] A12 = Bm2m2 
fK2+PJ=9ィfdJ， 4Pod=P%dJ
.，. '>"' 1.7' 、ー、_，_ 
(1.72) 
3 .2 3 2 
Pl ;=:.:-A1-+ = A u + 3 Ao. -m 4 2 イ
PI/=三ィ戸+三イ，2+ 3 Ao Y2-4.t1Y2'"2.tll ，':>/10 -4: 
?????????????




/1d Cosa， = k (1 +で←ァ)A，/( Bm m) 
告 A，-
sm同一句)=tk川崎)
( 1.73 ) 






寸 _'2+ [{Jo+ 2.6 {Jπ∞s (τπr一九刀甲=0
ι， "，=1 c. 
( 1.74) 
ここに {JO，(J" および九(π=1-4)は周期解(1.71 )の各振幅および位相角で表わされる。
詳細な式を付録 Iに示す。文献[1 ]に従って式(1.74)の第1次不安定領域および第3次不
安定領域における解を









() Is -2(士)μ (}lc-(}2c -(}ls+(}2s 
川 2_φ2+(}lC 。ls+(}2s 。lc-(}2c
. . 
。1s + (}2s (}O+p.2-φ2_(}ac () 3. -2 (号)μ
。lc+(}2c 83s+24)μ 80+d-(÷)2+83c 
. . . . . . . . . . . . . 
。(m-l)s+(}ms 。(m-2)c-(}C皿+1)c 。(m-2) s+(}(m+l)s 

















. . . 
. . 
=0 (1.76) 
ただし， m= 2， 九=4である。
また第2次不安定領域および第4次不安定領域における式(1.74)の解を
甲(r)=eμT[α0+α.J1sm (括τ-a.J1)+α1 sm (τ-a 1)] ( 1.77 ) 
と仮定する。式(1.77 )の周波数成分は周期解(1.71 )の周波数成分に等しい。式(1. 77 )を式
( 1.74)に代入し，調波解析を行なうと μを定める次の式を得る。
L12{~三
。'0+μ2 {)ls ()lc 。2s 。2c
2 () 1 s {)o +刷会川2c {)2s-2φμ 。lc-03c -() ls+{) 3s 
2{)lc {)2s+2(会)μ{)o+/.12_φ2+{)2C 。ls+{)3s 。1c+{) 3c 
2 ()2s 。lc-O3c 。ls+{)3s いに(わ2一九 {)4s引か
2 ()2c -() 1 s+{) 3s 。lc+{)3c 64s+2(÷)μ 。0+μ2_φ2+() 4 c 
2{)ms {)(m-l)c-O(m+l)c {)(m-l)s+{)(m+l)s {)(m-2)c-{)(m+2)c {)(m-2)s+{)(m+2)s 

















ただし m= 2， 九=4である。
( 1.78 ) 







sl (0) > 0 (1.79 ) 




s2(O)= 0 ( 1.81 ) 
となる安定限界点と一致する。[2， P・
数値例
式(1. 71 )の振幅特性を式(1. 72)より
求め，その結果を図1.7に示す。系のパ
ラメタは




0.8 C a _園内
'l¥.:、，、i 、‘
1・、、.、、、 a




































、 ? ? ? ?
















































v=Atsm(τ+α1) +A% Sm(Ysτ+α%) + AYs sm ( 1'5' +aYs) ( 1.83 ) 
となる。
(必周期解





? ????? 」????，??????? 、??????? ? ? ? ?????? ?「??? ? ?????，?? ，? ( 1.84 ) 
ここに (}o，九，および en (九=1-5 )は周期解(1.83)の各振幅および位相角で表わされる。
詳細な式を付録 Iに示す。文献 [lJに従って式(1.84 )の第1次不安定領域，第3次不安定領
域，および第5次不安定領域における解を
守的=elJ.T[αYssm ( 1'5'ー σYs)+α%sin( ysτ-0%)+α1 sm (τ-01 ) J ( 1.85) 
と仮定する。式(1.85)の周波数成分は周期解(1.83)の周波数成分に等しい。式(1.85 )を式
( 1.84)に代入し，調波解析を行なうと μを定める式(1. 76 )を得る。ただし式(1.76)におい
てm=3，n=5である。
また第2次不安定領域および第4次不安定領域における式(1.84 )の解を
引τ)=eμT [ao +αYssin ( .%' -0 ys ) +αYssin ( Ys' -0 ys ) J ( 1.86) 
と仮定する。式(1.86 )を式(1.84 )に代入し，調波解析を行なうと μを定める式(1.78)を得
る。ただし式(1. 78 )において m=2， 包=5である。
式(1.41)，式(1.85)，および式(1. 86)より |μI<dならば時間の紐晶と共に変分 c(吟は
零に収束する。従って式(1. 76)および式(1. 78)を用いて第1次不安定領域，第3次不安定領
域，および第5次不安定領域における安定条件および第2次不安定領域および第4次不安定領
[ 1 ] 
域における安定条件はそれぞれ次式で与えられる。
Lldd)> 0 ( 1.87 ) 
Ll2(d)> 0 ( 1.88) 
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ただし，式(1.76)において m=3. 











式(1.83 )の振幅特性を式(1.25 ) 
その結果を図1.10に示より求め，
す。系のパラメタは





















( 1.90 ) 
と仮定する。式(1.90)を式(1.84 )に代入し，調波解析を行なうと μを定める次の式を得る。





( 1.91 ) =0 
01.-2 ('Ys)μ 00+がー{呪l-on.c 
d;似)三 。0+μ2_(財 )2+0 n.c 01. +2 (男)μ
式(1.41 )および式(1.90 )より |μ!<dならば時間の伍晶と共に変分，.(吋は零に収束する。
したがって第九次不安定領域における安定条件は次式で与えられる。





k = 0.05 


































v = A1Sm (τ+αd + Ay"Sm (，%t"+α九)+ A ，Yssm ( yaT +αYa) ( 1.94 ) 
となる。第1.4(ゆ節において調波解析法を適用して式(1.94)の振幅 Al' Ay"， A Ya，および位







v= Al sm( T+α1)+Aνsm (νT+αν) 
+A 1-2νsin [(1-2y)T十α1-2νJ+A2-3νsm [( 2-3ν) T + α2-3~J (1.95) 
周波数 νを%とすると式(1.95 )は
v= Asin(T+αd +A%sin (，%T+α九)+ A Yssm ( yaτ+αYa) + Ao ( 1.96) 
となる。
凶周期解
周期解(1.96 )の振幅 Al' A九，A Ys' Ao，位相角的， α九， α% を決定するために，式
( 1.96)を式(1.6 )に代入し，周波数 1，，%，および%の周波数成分を含む三角関数 sineおよ
びcosineの係数および直流項をそれぞれ零に等しいと置くと次式を得る。
ヌ 2. ___ 1. 3
P1A1 +γが%ωsψ1-zd%ωIS<P2-3A九匂Aosm CfJ3 -Bm m smα1= 0 
z 1 .3 
hA+z d九d%Sln¢z+zdMSlIiれ -3A7s A，YsAo∞S<P3 -Bm mωsα1= 0 
*周波数 νがYa，J-2，および%のとき，式(1.95)の周波数成分は式(1.13)の周波数成分に等しい。
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3 3 .2 
PJ%+12dJ%d%ωsh-11A%AeSln仇-3 AIAYsAo湖私=0
3 3 .2 
Ekd九十15A1A%d%Slnψ1-2AiA刈IS9J.-3AtAYsAoCOS9J3=0 
3 2 
psd%+ZAd九ω5¢1-zAd%COSれ -3AIA九Aosin9J3+ 3A73AYaAosin仇 =0
3 2 ・ 3 .2 
Ekd%+ZイlA九Sln¢1+zdzd%S1nψ2-3AIA九AoCOS9J3ー 3A九AYsAoCOS引 =0
Po Ao一三dqd2sm¢一三AtA7'3AYsSm仇 =04 fl 7'3 fl ys ，JUI 'r' -2.1:11 .1:1 3 
ここに
( 1.97 ) 
3 2 3 • ?・
Pl= -Al-十一 (A2~ 十A乙)+ 3Ao.-m 4 nl I 2 ' .1:1 7~ T .t:IYs 
3 2 3..? 24 
P. = "'::_A2~ 十一( At-+A乙)+3An-ー よm
• 4 -73 2 73 ---u 9 
3? 3?? .1 
P3= -:-Al~ 十一 ( A(十A2:) +3Ao--ニ-m4 flYs I 2 
ー ??
?
??????????????? 「 ， 、
???????? ???????
9Jl=α1-2a2/_+α1.<' 
/0 〆>， 9J2=α1-3α" ， 73 
9J3=α ，ー α2.-α1/ 73 73， CfJ.=αι-2au /3 73 
式(1.97 )より周期解(1. 96 )の各振幅および位相角を求めることができる。
(ゆ周期解の安定性
第1.5(ω 節の考察に従って周期解(1.96 )の安定性を吟味する。周期解 Vo(τ)は前節で求め
られているから，式(1.96 )を式(1.42)に代入すると次のようなHillの方程式を得る。
d2可 6
τゴ十 [00+2L 0π郎 (4T一九 )J可=0
仙ゐ 九三 1 .:l 
( 1.98 ) 









可(T)=e 1/.'1' [α。+αyssm ( .%τ-aYs)+α九sin(%T-a九)+αlsin(T-a1)] (1.100) 
と仮定する。式(1.100)の周波数成分は周期解(1.96)の周波数成分に等しい。式(1.100)を
式(1.98)に代入し，調波解析を行なうと μを定める式(1. 78 )を得る。ただし式(1. 78 )にお
いて m=3，n=6である。




LL (0) > 0 (1.101) 
ム(占)> 0 (1.102 ) 
ただし 式(1.76)および式(1.78 )において m=3，π=6とする。
数値例
式(1.96)の振幅特性を式(1.97)より求め，その結果を図1.12に示す。系のパラメタは













可σ)=ema%sin(%τ ー σ%) (1.104 ) 
と仮定する。式(1.104)を式(1.98)に代入し，調波解析を行なうと μを定める次の式を得る。
(1.105 ) =0 
{} ns一2(%)μ 。0+μ2_ (%) 2 -{} nc 
J!凶三 。0+μ2_(切)2 +{} nc 。πs十2(%)μ
|μ1<0 式(1.41 )および式(1.104)より
k = 0.05 






( 1.106) J ~(ò) > 0 
収束する。
式(1.1 06)を用いて第 l次不安定領域，
0.6 o 4 
および第5次不安定第3次不安定領域，








J ~< 0 
( 1.107) 















v=イ1sm (r +α1)+J4%Sln(%T+α%)+J4MSln(巧τ+α72') ( 1.1 08 ) 
となる。
凶周期解




[(P1-3Pz f竺4十P九3f羊i川 2べ引(μ1十ヰ9 A壬ム立仁+1f笠三印12=山
Al" At 4 A12 4 A1: 2 




3 勾 3 .命
P1=-:-At十一(A:，+A乙)-m 4 -. 2 '"'72 '"' y2 




?????? ?， ， ? 、????
? ???
?????
3 .2 3 ， . 
A=zq+玄(イJ+dA)-zm
式(1・109)より振幅 A1'A72' および A~ を求めることができる。また式 (L28 )より位相角α1， 
α%'およびα%について次式を得る。
42〆 A.2，
smα1 =(Pl-3九一手十九一字)All Bm m 
A1- A/ 
9 • 1 
mα1=k(l+Z4+Z4)イ11Bmm 
山 %-MM)=tk(dA-吋)I (がえ)
附 (α% 一3α%)=2(P344-P24)/(句 A~ ) 
( 1.110) 
1 
.sm (ー 2α1+αaノ+α_v.)=-:k(9Aよ+ィJ)/(ィμJdy) 
/2 6 ~ --/2 -~72"'" .L.a~ L~72 ー
1 






寸コ +[仇+2_E九∞s(τT一九)J甲=0 (1.111) 
ιιn=l c. 
ここに ()o，()n，および九(九=1-6)は周期解(1.108)の各振幅および位相角で表わされる。
詳細な式は付録 Iに示す。文献 [lJに従って式(1.111)の第 1次不安定領域，第3次不安
定領域，および第5次不安定領域における解を












.ddo)> 0 ( 1.114) 




k = 0.01. m= 1.0 ( 1.116 ) 
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(1.117) v =A， sm(r+α， ) +AYa sm ( ysr +αYa)+AYaSm ()ir+α~) 
となる。
周期解

















ここに 80，8，.，および九(π=1.....5 )は周期解(1.117) の各振幅および位相角で表わされる。
詳細な式を付録 Iに示す。文献 [1]に従って式(1.118)の第1次不安定領域，第3次不安定
領域，および第5次不安定領域における解を




引T}= e IJ' [α。+α73sin ( %T-σ九)+αYssm(Ysτー σYs)] (1.120 ) 
と仮定する。式(1.120)を式(1.118)に代入し，調波解析を行なうと式(1.78)を得る。ただ








L1I(d) > 0 (1.121) 
L12(dl>0 (1.122) 
ただし 式(1.76)において m=3， n=3 
























V =A1 sm ( 'r+αt) + A2 sm ( 2'r +α2) + Ao ( 1.124) 
となる。
凶周期解
第1.4ω 節で調波解析法を適用して式(1.124)の振幅 A1，Az， Ao，位相角的，および叫
について式(1.31)を得た。式(1. 31 )より位相角的および的を消去すれば次式を得る。
~ ~ι.，. 、-、-・、，
[(P「 2P24)2+K2(1+4と)2]A12= B': m2 
/:(1 /:( 1 
4 ( 4 k2キP;)A;= 9A14 A; 
2Po A02=P2 A2 
3 • 3. • 
P，=-=-A;キ-=-A; + 3Ao. -m 
4 2 
3 • 3. . • P 2='::"A2• + = A( + 3Ao. -4m 4 - 2 
Po= A02十A，2+イ2) 
( 1.125 ) 






sin (α2 -2α1)= 2P2 A2 / ( 3A12 Ao) 















可(r)=eμτ[α。+α1sm (τ-0， )十 a2sm (2τ-02) ] ( 1.129) 
と仮定する。式(1.129 )の周波数成分は周期解(1.124)の周波数成分に等しい。式(1.129) 
を式(1.127)に代入し，調波解析を行なうと μを定める式(1. 78)を得る。ただし式(1. 78) 
において m=2， n=2である。




LI， (0)> 0 ( 1.130) 
Ll2(0) > 0 (1.131) 




































v=Æsm( ， +α1)+A.sm(2 τ+α • )+A3 sm (3τ+α3) +Ao (1.133 ) 
となる。*まず調波解析法により周期解(1.133)の各振幅および位相角を決定する。式(1.133) 
を式(1.6)に代入し，周波数 1，2，および3の周波数成分を含む三角関数 sineおよび cosine
の係数および直流項をそれぞれ零に等しいと置くと永式を得る。
3 .•. __ _ . 3 . 2 
P1Al+3AIA2Aosm ("Pt--:-Al-A3ωIS (/). + -:-A.-A3ωS(/)a + 3A.AaAosm (/)4-Bm msmα1三 Xl=O4 - -  - 4 
3 . 2 • _， _ 3. 2 
kAl十3AIA2AoCOS(/)1+ 7At A3Sm (/)2-7A..AaSm (/)3 +3A.AaAo∞Is(/).-B皿 mωsα1三 Yl=0 4 ----- . _ 4 
3. 3 
P.A2+ = A:AoSm(/)I+:: A1A2A3COS(/)3+3AIAaAoSm伊'4三X2=0 2 --- . -2 
3 • 3 
2kA2ー ιA{A0OO5(/)1 + ~ AlゐA3Sm(/)3 + 3A1 AsAo∞S(/)4三 Y2=02 ・
M+?ddm仇+3AIA2AoSルシ1305(/)2=Xa= 0 
3ル 2dzdsル 3AlA2Ao∞S仇 -tdfsM三れ=0
3 • 3 
PoAo+ιA:A2 Sm(/)1 + ~ AA2A3Sm(/)4三 Xo=0 4 --------. - 2 
~ t.~，乙
3 • 3 .• .._ _.2 Pl=~At+一 (A2.+A3.) + 3 Ao.-m 4 -- 2 
3 • 3. .... .2 
P2= ":"'A2.+ー (A{+A;)+ 3Ao--4m - 4 -- 2 
3 • 3. • ..。
P3="::"'A3.+:: (A{+A;) + 3Ao--9m 4 -- 2 
Po = A02十A12+ A: + A32 ) 
(/)1 = 2α2ー α2， (/)2=3α1-α3 








d2甲ょっコ +[80+2 ~ 8nCOs(日一九)J甲=0
晶‘ n= 1
( 1.135 ) 
ここに 80 • 九，および ên (九=1-6 )は周期解(1.133 )の各振幅および位相角で表わされる。
詳細な式を付録 Iに示す。文献 [IJに従って式(1.135)の第 1次不安定領域，第3次不安定
領域，および第5次不安定領域における解を




可(1')=eμτ[α。+α1sm (1'-σ1 ) + a2 sm ( 2 l'-0 2) + a 3 sm ( 3 1'-0 3 ) ] ( 1.137 ) 
と仮定する。式(1.137)の各周波数成分は周期解(1.133)の各周波数成分に等しい。式
( 1.137)を式(1.135)に代入し，調波解析を行なうと μを定める式(1. 78)を得る。ただし式
( 1.78 )において m=3. 九 =2である。




Adol> 0 ( 1.138) 














I ・~ _， 



























これと周波数νおよび2-11の周波数成分である。従って周波数 νが 2，%，および 3の場合
の周期解を次式のように仮定するf
v = A1 sin (τ+α1)+Azsm(2t'+αz ) + Ao 
(必周期解
+A% sin (%t'+α% ) + AU sin ( 72' t' +αu) 
+A3sm(3τ+a3 ) 
( 1.141 ) 
調波解析法により周期解(1.141 )の各振幅および位相角を決定するために式(1.141)を式
( 1.6)に代入し，周波数 1，2， %， 72'，および3の周波数成分を含む三角関数sineおよびcosine
の係数および直流項をそれぞれ零に等しいと置くと次式を得る。
M+?凶仰1一心sm¢2-MJ郎仇
+2A%A~A3 α)SCP ， -2AIA%AUα)SCPs +2AZA%AUα)SCP6 
+2AGsiW7-M1AMim-叫んA3s仰 gJー Bmmsm叫三X1=0 
附 ?[dJdSSM-山 3sm CPZ一叫smcp
+2 A5LAI/A3 smcp， -2AIA5/A./sm CPS +2A2A5/A./Sm CP6 イイ Ul%nU イ%
+2dodAm科一4AIA2AO仰パA2AoA3仰 gJー Bmm陶 1三 Yt=0 
M+?[ー叫仰叫川CPto-A~A3GOSCPll + 2AtA2A3GOS 
+2AtA5LAー ω55Pe-2442dsin gp-444d d siIl¢ー4AtAoA3smcPg J三 Xz=Oイイ 1 .n. O':)UJ "'t'8-~ .t'J.on%n~ùlll 'f" 12 -"*.r.t l .J'1 0 ./'1 3~JJI "'t' 9J 
2kA2寸[AtA~sinCP3+仰3si川






Ul6 -"OV乞+(ぞV+ ~V+;V十，'V)三十fvZ=V :' ". 1::苓1::
%u ， "u _L 'U ， _(; _L YrJ，7.! _ yr 悩7一戸+( "tv + ~SV + z"V + z'V )ー+7TVー=7Td z . εz 1:
~/." ， h，. 'TT' (; . %:u 17 _ % Ul_ -.OVε+ (.tV+ ':!V + .ZV+.'V)ー+7SV_=/Sd S(; z' ~ ， z ' z ' z . .， 1:zε 
(zs川V+ぞれ"ZV十zIY)f+zO山
Yru _L %u _L 'u， i_L zu _! ul 17-"OV 1:+ ( ZεV + /.'V +/:V十，V)ー+;Vー=Zd " ' ，" 1: "ε 
予'Iu， %u -'ZU， _(; _L '17 _! ul -ZOVI:+ ("tv + 7v + ~SV + :V)で+;Vで='d
“芯“乞
0= &A三[6oSOJOV"V'V 17_&'OSωFiy%yoy F-M UISFイV%V'V(;-
:21士三
~-< U_ 1:_17 ， oU1S !V 'v + "ゐUIS::1VZV十OloUIS ~SVZV+ Zo UIS;Vー]ー+εy干ε
" • E I ~ 1: 
o=tx三[6oUISOVZV'V 17_&Io U1SYrV%VOV 17+ 'o Sω多fy%yIYZ+
~/. ._ __. ~-< _ . . 1: _ 17
lo SO:l:V IV + "OSO'J -:'V"V_01o..;OJ 7SVZV + Zo SOJ.'V一一1ー+EV&d G G " • I-I: 
o=Yr正三["loSω%VOVZVV+ιOSO'JYrVOV 1 VV+町oSO'J &V %VOVV+ 9OUlS%VZV1V(;-
'o UIS&V %V1V(;_&仰向"V'V(;
o =YrX三[訂ゐU1S%VOV"VVーιoUIS YrVOV1VV +口OUIS.V%VOVV+9oSω%V"V'V(;+ 
'o SO'J内1即効s山z同一口問内ZV(;-So叩'J%リ-15+%ん
o =%A =[訂OSO'JYrVOV"Vv一目OSO'Jεy予iyoyF+vdillssyFiyIYZ+ 
恒例IS&V%V"V(;引
o =%x =["'OUlS多iyoyzyF-SIG611Isey%yoy予+'OSOJtVYrV'V (;+ 
01ゐSO'J.V%門Z十9制作山叫ω%げ一]f+%ん
o =OX三[Z'OUlSYrV%VZV(;十町ゐUIS.VYrV%V(;-
6o U1StvzV1 V(; +ゆljIsiiyIY-86町
(/)1 =一α1+2α2-a3， 
(/)3 =ー α1+α2-2α72， 
(/)5 =ー 2a1+α-α% -72， 
(/)7 =-α1 + 2a72， 
(/)9 =-αzーα2+αρ




ψ6 =-a1ーα+α+α%' ""72 
(/)8 = -2α1+α2 






d2守 12~，~ + [仇+251九州γ一九)J甲=0 ( 1.143) 
ここに {)o，九，および c，.(π=1 -12)は周期解(1.141)の各振幅および位相角で表わされる。
詳細な式は付録 Iに示す。文献 [1Jに従って式(1.143)の第 2πー1次不安定領域 (π=1，2，
…， 6)における解を
引τ)=e，uT [α%sm(MT-6%)十α%sm(%T-o%)
+α% sm ( %，-0 %) +α冗sm( Ji.'ー σ五)
+α.% sm (%τ-0.%) +α% sm ( %' -0 % )] ( 1.144) 
と仮定する。式(1.144)を式(1.143)に代入し，調波解析を行なうと μを定める式(1. 76 )を
得る。ただし式(1.76)において m=6，九=4である。また第2π次不安定領域 (π=1，2，4，5， 
6)における式(1.143)の解を
可σ)=e'"[α。+a72SlnO~ ，ーσ72)+alSin(τ-o t)
+ a2 sin (2，-02) + a %sin (.%τ-0%)+α3 sin ( 3τ-03)J ( 1.145 ) 
-54ー
と仮定する。式(1.145)の各周波数成分は周期解 (1.141)の各周波数成分に等しい。式(1.145) 
を式(1.143)に代入し，調波解析を行なうと μを定める式(1.78)を得る。ただし式(1. 78) 
また行列式の第6行，第7行，第6列，および第7列を除く。π=4である。において m=6，
式(1.41 ) ，式(1.144)，および式(1.145)より lμI<dならば時間の経過と共に変分c(τ)
は零に収束する。従って式(1.76)および式(1.78 )を用いて第2πー1次不安定領域 (π=1，2， 
.，6)における安定条件および第2π次不安定領域 (π=1，2，4，5，6)における安定条件はそれ
ぞれ次式で与えられる。
( 1.146) L1ddl> 0 
(1.147) L12(dl > 0 
π=4とする。また式(1.78)における行
および第7列を除く。





k = 0.05 
































この節では%調波解を求め，その安定性を吟味する。周波数 νを%とすると近似解(1.14 ) 
』ま










V=Alsm(τ+α1) + AYs sin ( yaτ+αYs) 
+ Ay，sm (Ys'+αy， ) + A3 sm ( 3， +α3 ) ( 1.150) 
となるJ調波解析法により周期解(1.150)の各振幅および位相角を決定するために，式(1.150)
を式(1.6 )に代入し，周波数 1，)i. .Ys，および3の周波数成分を含む三角関数 sineおよび
cosineの係数をそれぞれ零に等しいと置くと次式を得る。
*式(1.150 )の各周波数成分は周波数 vが%および 3の場合の第2次近似解(1.14)の各周波数成分
に等しい。
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P1Alキ三L-2Alメ7/A，/COSψl-A12A3邸仇4 L. I.J..l.L .. YsL..%' 
1 .ー





fkd%+?Eイ仰m<fll + 2AIAYsA必m<flパμsin<fl5 J 
P的 +?[-d匂 COS<fl1+2AIAYsゐωws+Adkm仇 J=O
tk匂 +?[d匂 Sm<fllー2AIAYsA3Sin<fl3-Alψin<fl.J=。
3 _ 1 
psds+Z[-zdfm¢z+2Ad%d%郎机-d%dAC05科 J=O
3 _ 1電
3 kA3+ ~ [♂t"sin仇一2AIAYsAYssin仇+句dみsm仇 J= 0 
~ ~~乙
3 • 3 • .。
P1 ="4Ai+玄(A元+AYs+Aa")-m
3 .• 3 • • • . 49 
PYs= 4 Aえ+E(dJ+dh+dJ)ー す m
3 • 3 • .・P%=zG十三(At+AU+As"ト -Em
3 .• 3 • • • 
P3 = -:Aよ+ー (A{+A;/ +Aプ)-9m 4 .1".&;' I 2 ¥.E.l.l I.t:lYsぺ
<fll= 2α1-αYs+α%" <fl2=α3-3α1 
















?? ( 1.152) 
ここに (}o，(} n，および九(π=1-9 )は周期解(1.150)の各振幅および位相角で表わされる。
詳細な式を付録 Iに示す。文献 [lJに従って式(1.152)の第 2九ー 1次不安定領域何=1，2， 
4，5， )における解を
引，)=ettT [αxsin (Ys，-o x) + alsm (， -01) 






+ a2sin (2，-02) + aYs sin ( Ys'ー σys)J (1.154) 
と仮定する。式(1.154)を式(1.152)に代入し，調波解析を行なうと μを定める式(1. 78)を得
る。ただし式(1. 78)において m=4，九=3である。 また行列式の第4行，第5行，第4列，
および第5列を除く。
式(1.41)，式(1.153)，および式(1.154 )より |μ1<!lならば時間の経過と共に変分c(τ)
は零に収束する。従って式(1.76)および式(1. 78 )を用いて第2丸一1次不安定領域(九=1，2， 
4，5 )における安定条件および第2九次不安定領域(包=1，3，4)における安定条件はそれぞ
れ次式で与えられる。
sl(!l) > 0 ( 1.155) 
s2(!l) > 0 ( 1.156) 
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k=O.2， m=l.O， B= 10.5 支
雫主












2 。 3 4 

















喝同， ~~vv~rv H C 4， C 。
、.)
~ 50 





















られているから，式(1.159 )を式(1.42 )に代入すると次のような Hillの方程式を得る。
d2可 5
τコ+[()o + 2 I;九∞s(2n，-Eπ)J可=0





守(，)= e IJ< [ a 1 sin( ，ー σt)+ a3 sin (3，ー σ3)+ a5 sm (5，ー σ5) J (1.161) 
と仮定する。式(1.161)の各周波数成分は周期解(1.159)の各周波数成分に等しい。式(1.161) 
を式 (1.160)に代入し，調波解析を行なうと μを定める式(1. 76 )を得る。ただし式(1.76) 
において m=3. 九=1である。 また第2次不安定領域および第4次不安定領域における式
( 1.160 )の解を







J1(o) > 0 (1.163) 
Jz(O) > 0 ( 1.164) 
ただし式(1.76 )において m=3.n=lとし，式(1. 78)においては m=2. π=1とする。
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(0) 1/3-harmonic ¥，J ~j 
C=90μF， V=40v 
J 1_ l_j 
2 





(b) 1I2-harmonic v v v 
C=40μF， V=40v 
ー 1 1 I_ 1 J 
2 
Order of harmonics 
3 
1Vハハハハハ/
¥J¥rv v v v 
ハφハハハハハvvvvvv (c) 1 st harmonic 
C=10μF， V=40v 
I I I I I 
Z 
































































附 5/3-h…山|〆VV¥vfV V' 
1 234 
Order of harmonics 
(e) 2nd harmonic 
1 2 3 4 
Order of harmonics 
1 2 3 4 





C=3μF. V=32 Ov 
! I 1 I 






波数を 1とすれば， これと固有周波数に近い周波数ν，周波数 12一川， 11-2ν1，および3
の成分であって，式(1. 1戸)の周波数成分と概ね一致することが判る:

















Order of harmonlcs 
7 
" 150r=-














- 100 c 
280 
8 60 





1 I I I I I 
2 345 6 7 8 







1 = O.778E3x 1O7 [A] ( 2.1) 
コイルの巻数をπとすると鉄心中の磁束の振幅@と電圧Esinωtの振幅Eとの聞にはつぎの関
係がある。
E=πωφ ( 2.2) 
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式(1.4)，式(2.1 )， および式 (2.2)よりつぎの関係式を得る。
剛弘 =J.ωc，.;(0.778 x 10-う [V] 
(2.3 ) 
ι =j~ωCS/ (0.778 x 107) [A] 
実験において電源周波数は 60[Hz]であり， C" = 10 [μF]とすると，電圧および電流の単位
量は次式で与えられる。






図 2.9 m = 2.0 (2.5 ) 
図 2.10 m = 0.4 (2.6 ) 










この実験結果は図1.3および図1.16の解析結果に対応する。 B= 0.97 -1. 76の範聞で第2
高調波振動は安定であるが， B = 1. 76で%調波振動が励起することにより第 2高調波振動は
*ヘテロダイン波形分析器を使用した。(付録W参照)
一70-
不安定となる。%調波振動はB= 1.76"" k = 0.05 










¥ ~ ! 3 
することが困難な振動カ鴇生する。%調波 h 
振動は B= 3.82 ，.4. 64の範囲で電源電 0.4 0.6 0.8 
圧に同期化する。さらに%調波振動につい B 


























Cn = 2.5 [μ町， TWJ0n = 110 [v] ， In = 0.104 [A] (2.8 ) 
として系のパラメタをそれぞれ
図 2.12: m=1.0， B = 10.2 (2.9) 
図2.13 : m = 1. 0， B = 10. 7 ( 2.10 ) 
とした。まず図2.12に示す実験結果は図1.20の解析結果に対応する。図 2.12において主
要周波数成分は式(1.150)の周波数成分と一致することが判る。つぎに図 2.13に示す実験結
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クトルの 2次巻線には直流電流 t0を流して鉄，i:;中の磁東が偏極した場合を考える。 図に示し
た記号を用いると次の回路方程式を得る。
!品。LRl








π一 +Riv = Esm wt dt .n 




π(i+io)=αが ( 3.2 ) 
ここに αは鉄心の磁化特性による定数である。電流，磁東，および容量を無次元化するために
も=1，.u， 日=1"uo， ゆ=o，.v， C=C"m ( 3.3 ) 
によって定義される u，uo' v，およびmを導入する。 1"，φ"，およびC"は任意に選ぶこと
ができるが，計算を簡単にするため






d2 V k dv 1 . • R 
--τ 十一一?十':"v3=B.J1+(k/m)2 COSt"十2











( 3.5 ) 
実際には鉄心の磁化特性は n(i+iO)=a 1ゆ十a3O3+…+a"O"で表わされ， "が5以上の高次の項










となる o Vの固有周波数を h とすると， "0 Zは上式より v2/mの平均値にほぼ等しいと考えら
れ，vの第1次近似として次式を仮定する。
v=A"o sm (110τ 十¢ν。) (3.7) 






d2 V Bn k dv 1 • 
-=B~∞sτ+ ーム一一ーァ一一 -v.
dτZ 山 m mdτm 









**式 (3.10)の右辺の直流項が零でなければ，式 (3.5)の解は Tの項，すなわち t→∞のとき無限に増大
する項いわゆる永年項を含む。 Uの周期性の条件より式 (3.10)の直流項は零でなければならない。[2，p・16]
例えば周波数vが%のときには.， _ 3 • 
[A02 + ~ (A12 + A~，/)] Ao +-; A1A v.t sm(α1-2aVn)=Bo 2'-' 72 4 7:宮 72
でなければならない。上式は式 (3，8)を式(3.5)に代入し，調波解析を行なっても得られる。(第 3.5節)
-76ー
2 V _ . B. k ーァτ =B.皿郎τ+~ー一 [A1 COS('r十α1)+ 1AIlCOS (.rr+a v )] 
d'C“ m m 
1_，3.3. _.. 
ーー[(-:-A12 + ~ A/ + 3Ao") A1Sin( 'r+α1 ) m--4-- 2 
3 • 3. 2、+ ( ~A" z +: Alz+3Ao') A1sm (II'C +αν) 4 --v 2 
-?μ/ r sin[(1-211)τ+ル 2a，.J+sin加山+い川
+?山νrsin [(2-1I)'C'+払 -allJ-sin [(2+ν)τ+伽叱JI
+ 3A1AIA. (COS[(1-ν) 'c +a1-aIlJ -cos [(Hν)'C+a1十叫]I 
3 
-3dfdem(2T+2h)一一山oCOS (211'C十2凡)2--V .- V 
寸めin(3川町十"aSin(31't'+3al) 
， . 3 • 3 • + (AO" +: Alz十 ::-A/)AoJ 
、 2 2' 
(3.10 ) 




ν亘1: V=Alsm (τ+αt) +Aνsm (ν'C+αν) 
+Al_2I1sin[(1-211) 'C+al_2vJ+Ao (3.11) 
ν>1: V =A1Sm ('C'+αt) +Aνsm (ν'C+cら)
十A2-vsin [( 2-11)τ十α2-ν]+A2Sin(2τ+α2 )十Ao (3.12) 
外力の振幅Bが大きく基本調波成分が大きくなる場合には第3高調波成分をも考慮して， Vの
近似解を次のように仮定する。
*実験結果によれば，式 (3.11)，式 (3.12)，および式 (3.13)の周波数成分が他の周波数成分に比較して
優勢であることが観察された。
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ν>1: v=Asin('["+α1) + Av sin (ντ十¢ν)+A2ーνsIn[(2-ν) '["+a2_vJ 













v =A1sm ('["+ a1) +イ ( 3.14 ) 
となる。調波解析法により周期解(3.14 )の各振幅および位相角を決定するために，式(3.14)
を式 (3.5)に代入し，周渡数 1の周波数成分を含む三角関数 sineおよび cosineの係数およ
び直流項をそれぞれ零に等しいと置くと次式を得る。
ヲ.. ~ 1._"1'" '-'-，-
PIAI-Bm m smα1=0 
k A1 -Bm m COSa1 =0 
PoAo = Bo 
pz=?dzZ+ぱ -m， PO=A02+ト12
式(3.15 )より僻目角的を消去すると次式を得る。
(P12十 k2)A12 = Bm2 m2， PoAo= Bo 
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文献 [lJに従って周期解 (3.14)の安定性を吟味するために，この周期解を Vo(-r)で表わ
し，それからの微小変分 c('τ)を考える。この変分Eσ)が時間の経過と共に零に収束すれば周期
解は安定であり，発散すれば周期解は不安定である。 c(-r)を



























ゴコ+[00+2 L.: 0，. COS(n-r-e，.)]布=0
CLι ，.二1
~ ，>- 1.ァ、-、_r'丸.
k ，2 3 • • 
00 =ー (一一Y+ー (A1Z+2AoZ)
2m' 2m 
OJ=Onsz+Oncz， ?













引τ)= e-" a ~ sm ( 72t" -a ~ ) (3.22 ) 
と仮定する。式 (3.22)を式(3.21)に代入し，調波解析を行なうと μ を定める次の式を得る。
4dμ)三
0げ寸f一引




布(t")= e.tT [α。+αlsin(t"ー σ1)J 
=0 (3.23 ) 
( 3.24 ) 
と仮定する。式 (3.24)の周波数成分は周期解(3.14)の周波数成分に等しい。 式 (3.24)を
式(3.21)に代入し，調波解析を行なうと μを定める次の式を得る。
。0+μ2 。10 。lc
42伊)=I 2.(J 1. 。0+μ2-1-(J2c 。2.-2μ 1=0 ( 3.25) 
2(JlC 。2.+ 2μ 。0+μ2-1 + (J2c 、
式 (.3.19)，式 (3.22)，および式 (3.24)より|μ1<oならば時聞の経過と共に変分f(吋は零
に収束する。従って第1次不安定領域における安定条件および第2次不安定領域における安定
条件はそれぞれ次式で与えられる。
4do)> 0 ( 3.26) 
42 (o)> 0 ( 3.27) 
なお詳しくは省略するが，式(3.15)の関係を用いると周期解(3.14)の振幅特性曲線 (BA1 
[2，p. 105J 








式 (3.14)の振幅特性を式 (3.16)より求め，その結果を図 3.2に示す。系のパラメタは












Bo = 0.07 (3.28 ) 































式 (3.29)を式 (3.5)に代入し，周波数1および苑の周波数成分を含む三角関数 sineおよび
cosineの係数および直流項をそれぞれ零に等しいと置くと次式を得る。
M-2dM24 sinMmmS1← O. 
PY2AY2ー 3AlAY2AoSm<p = 0 • 
. 
PoAo -~ AIAY2"S仰 =Bo
ヲ-ヲ... 1."7" 
、ー・ 、ー・ .、.




.i .点。~ m 









文献 [lJに従って周期解(3.29 )の安定性を吟味するために，この周期解を Vo(τ)で表わ
いそれからの変分c(T)を考える。第 3.4(b)節と同様にして，変分方程式は
となる。
d2c . k dc 3 ーで寸ニ一一一十~ Vo 2 c =σ 


































? ? ? ? ? ?





























k=0.05， m= 1.0， 
Bo= 0.03， B= 0.088 
(3.36 ) 
0.6 






















































8 = 0.088 
2 3 































. ・ 1ハハ(¥ C QJ . ¥J V V ¥J C 。
u 
u 200 
C k :0.05 。
E m = 1.0 
L. 
'百 Bo= 0.03 
工 B = 0.116 
100 
1/2 2 3 






V=AlSm(，十αt)十A2sm(2， +α2) +イ。 ( 3.38) 
となる。調波解析法により周期解(3.38)の各振幅および位相角を決定するために，式(3.38) 
を式(3.5)に代入し，周波数 1および2の周波数成分を含む三角関数 sineおよび cosineの
係数および直流項をそれぞれ零に等しいと置くと次式を得る。
-86ー
P1Al +3A1AzAoSmcp-Bm msma1= 0 ， 
M 十 3dJASinFo，
M+?dfdzW 
，. '7" t."" '-'-・ー
3 . z . 3 




3 • 3.. • 
P. =.:. A~-+"::"Al-+ 3A. --4 m 




文献 [lJに従って周期解 (3.38)の安定性を吟味するために，この周期解を VO(T)で表わし，
それからの変分Eσ)を考える。第 3.4(1:>)節と同様にして，変分方程式は
となる。
d2c k dC 3 ττ+ーでー +~V/ç=o
aτ・ m dτ m 








式 (3.38)の振幅特性を式 (3.3θ)より求め，その結果を図 3.7に示す。系のパラメタは









( 3.43) V =A1 sm (t' +α1) + A2Sm( 2t'+a2) +A3sm (3t' +a3) +Ao 
調波解析法により周期解 (3.43)の各振幅および位相角を決定するために，式(3.43) * となる。
を式 (3.5)に代入し，周波数 1，2，および3の周波数成分を含む三角関数 sineおよびcosine
の係数および直流項をそれぞれ零に等しいと置くと次式を得る。
Y2=0 X2=O， Y1=O， Xl=O， 
( 3.44) 





( 3.45) ? ????，???????? ? ?， ? ?????????? ?
程式は
A， k = 0.1 






















式 (3.43)の振幅特性を式(3.44)より求め， その結果を図 3.8に示す。系のパラメタは





つ不安定振動が励起することにより周期解 (3.43)が不安定となる。なお図1.16と図 3.8 を
比較すると，外力に直流分を含まない場合には，外力の振幅Bを増加するにつれて基本調波以
1.0 
k = 0.05 


















3.7 %調波振動[23 ] 







v = A1 sin (. + ctt) + A% sin (%. +α%) 
十AY2sm(}1.+ctY2)+A2sin (2.+α2) +Ao (3.48 ) 
となる。調渡解析法により周期解(3.48 )の各振幅および位相角を決定するために，式(3.48) 






3，. 1 . 3c__ •. 2 
P%d%+Z[-zd%α)SC]18 + A1-AY2α)SC]1 4ー 4AY2イ2Aosmれ
+2AIA%A2∞SC]12 + 2A1AY2A2ωSC]1s-4A1AY2AoSmC]16= 0 
3.. ， 3，. 1.3' .2 
zkd%十ZL一言Ay2 -SmC]18 -A1' AY2Sm引 +4AY2A2AoCOS仇






%一% ρ ρ+1;V一二9o‘ZIV"¥ I_;ノγ ρ+干ρ+7Gρ-1ρ=ー
%予/ ρ+ 7G;V + I;VZー=to
%ρZ+I;Vー=So
Z;V+7t;vZ_ 1ρー-1ゐ Z;v一%ρZ+ 1;Vー=Zo
(zzy+z%y十zpd川Y)f十Zoy = Od 
~h~.. Z，"-_ _ _ Z ._ f' Ulf'-_OYE + C
Z7ryーに咋y+ • ly)ー+.zyー=Zd • • Z' E必E
悩ヱ_.oyε+ <，.V +〆y+ _ly)三十戸yZ二7td 1. • • z'"E. E 
Ul!_ /YE+ (.zY+グy十lY)三十戸yZ=%d 6. • • Zε・ E 
包-zOYE十(ZzY十z%y十%y)三+JYZ=Id 6硲z• • l: . Zl: 
コfコ
o =6oU!S zY 7iy %YZ _ 9制作%町一&oUυ門+LゐUI町Y寸2+0川
0= 6 OSOJoy 7ty %Yf' -SG品U1S7ty%ylyZ+ 
切り門+lOUlS介y_LゐSOJOy.lyZー]f+Z問
(6f'Oε) ~ O=6OUlSOy7ty%y予-SG品SOJ7ty%ylyZ+ 
切り円十E叫%円一LoU附YZー]?+Z仰
0= &oSOJ Oy7tY1Yf' + 6oSlωoyzy %Yf'+ lOUlSZy7tylYZ_9oSOJ Oy%'YlYf'+ 
soUlSzy %円Z_8oUりy%y十予OUIS%




第 3.4(ゆ節の考察に従って周期解 (3.48)の安定性を吟味する。周期解 vo(めは前節で求め
られるから，周期解(3.48)を式(3.20)に代入すると次の Hillの方程式を得る。
主 +[00+2芝山'S(十一九)J1/= 0 (3.50 ) 
'"ι ，=1 ~ 
ここに 00，0"，および九 (n=1......8)は周期解 (3.48)の各振幅および位相角で表わされる。
詳細な式を付録Iに示す。文献 [1]に従って式(3.50)の第 2九ー 1次不安定領域 (π=1，2， 
3，4 )における解を
村 )=rzlG山 )/4sin[(2n-1ν 一σ(2"-1)/4 ] ( 3.51) 
と仮定する。式(3.51 )を式(3.50)に代入し， 調波解析を行なうと μを定める式(1. 76)を
得る。ただし式(1. 76)において m=4，九=4である。また第 2九次不安定領域(九=1，2，3，4)
における式 (3.50)の解を
4 
1/ (-r) = e ，ur [ a 0十五 α州 sin(2九九一州)J (3.52 ) 
と仮定する。式 (3.52)の周波数成分は周期解(3.48)の周波数成分に等しい。 式(3.52 )を
式 (3.50)に代入し，調波解析を行なうと μを定める式(1. 78)を得る。ただし式(1.78 )に
おいて m=4，九=4である。
式 (3.19)，式 (3.51)，および式(3.52)より |μI<sならば時間の経過と共に変分Eσ)は


















































および破線 Zである。%調波成分の振幅特性曲線において破線 αbの部分，破線 efの部分，
Jの部分では周期解 (3.48)の周波数成分と同一周波数成分を持つ不安定振動が励起すること
また破線 cdの部分および破線 ghの部分では何れにより周期解 (3.48)は不安定となる。


























k = 0.1 
Bo= 0.8 
B = 0.86 
50 ? ? ? ?
」
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? ? ? ?
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図 3.9において破線 cdの部分および破線 gAの部分で励起する振動の主要周波数成分につ
いて考察する。まず系のパラメタが





k=O.l， m=1.0， Bo =0.8， B= 1.27 (3.59 ) 
の場合，%調波成分の比較的大きい定常解を求め，その各周波数成分を計算した。その結果を
図 3.13に示す。 この周期解は%調波成分を顕著に含み，]'4調波振動が励起したと考えられる。








v=Atsm ('r+αt) + Az sm ( 2-r+αz) +Ao 
+A巧sm(%τ十α%，)+AUSm(72'-r十ctu)
+A3sm( 3τ+ct3 ) (3.60 ) 
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8=0.88 
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を式 (3.5)に代入し，周波数1，2，%， ~，および 3 の周波数成分を含む三角関数 sine および
cosineの係数および直流項をそれぞれ零に等しいと置くと次式を得る。
X1 =0， Y1 =0， X2 =0， Y2 =0， 
Xo =Bo' X%=O， Y%=O， X%=O， 十 ( 3.61) 
Yu=O， X3 =0， Y3 =0， 
ただし式(1.142)の記号を用いた。式(3.61)より周期解 (3.60)の各振幅および位相角を決
定することができる。
文献 [lJに従って周期解(3.60)の安定性を吟味するために，この周期解を V0 (1')で表わ
し，それからの変分Eσ)を考える。第 3.4(b)節と同様にして，変分方程式は
















式 (3.60)の振幅特性を式 (3.61)より求め，その結果を図 3.14に示す。系のパラメタは




* ../-'"¥.式(3.60 )は外力に直流分を含まない場合の周期解(1. 141 )の周波数成分と同一周波数成分を持つ。
また式 (3:60)は周波数vが2，%，および3の場合の解 (3.12)の周波数成分を持つ。
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k : 0.05 























前節において%調波解 (3.60)の安定性を文献 [1]に従って考察した。その結果 (2n-l)/4
調波成分(処=1，2，….6)を持つ振動が励起することにより%調波解(3.60)が不安定となると
とが判った。励起した振動の主要周波数成分を考察するために，基礎方程式 (3.5)を計算機を







図 3.15: k=0.05， m=0.14， 80=0.04， 8=4.26 ( 3.65) 
図 3.16: k=0.05， m=0.14， 80=0.04， 8=4.60 (3.66 ) 
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実験回路を図 4.1に示す。実験結果と解析結果を比較するために， リアクトルの特性を 3次
特性に近づけた。そのためには鉄心に空隙を設けたリアクトルと空隙のないりアクトルを直列
[ 1 ，p. 65] 
に接続した。... リアクトルの 1次巻線を容量と直列に接続し共振回路を形成する。 2次
* 巻線には外部電源より直流電流 t0を流す。 交流電源電圧の任意の樹自において振動を開始さ









/=0.963 E3 X 10-7 [A] ( 4.1) 
コイルの巻数を πとすれば，電圧ESJn wtの振幅Eと鉄心中の磁東の振幅φとの聞には次の
関係がある。
E=πω@ (4.2 ) 
実験において電源周波数は 60[Hz]であり，
Cnニ 10 [μF] (4.3 ) 
とすると，式 (3.4)，式 (4.1)，および式(4.2)より次の関係式を得る。





流電流~ 0 .電源電圧の欄冨E.および磁束ゅの各周波数成分を式 (4.3)および式 (4.4)を用
いてそれぞれ式 (3.5)における m.80.8.およびuの各調波成分rに換算した。系のパラメ
タは














































周波数νを%とすると，式 (3.10)において周波数 11-2ν|および 11-V1はそれぞれ%およ
び%となる。また図 4.6において%調波振動には%調波成分が比較的大きく含まれる。周波数
νを%とすると，式 (3.10)において周波数 11-2V1および 11ー ν|は%となる。 系のパラ
メタカ2
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m = 1.0 
80= 0.07 























































































Cn=4 [μFJ， 九ωφn二 139.2[VJ， In二 0.210[AJ (4.9 ) 
とし，系のパラメタを









m = 0.14 
80= 0.04 









より不安定となる場合のあることは理解できる。またB= 1.11 -1. 27において初期条件を
適当に与えると，振幅の比較的大きい%調波振動が発生する。 B=1.27において%調波振動





























































(a) 80=0.8 8=0.86 
ハVハハハハハハハハハv-v V.. V V V V V V 
へφ八八八八八八八八八 lv v V '= V--V V _. V V 
(b) 80=0.8 8=0.91 
ハvハハハハハハハハハ
イハハヘハ(ヘハ〈ヘハハヘハfVV VV VV VV VV 
(c) 80=0.8 8=1.15 
VVVVVVVVV 


































図5.1に示すように 2つの可飽和リアクトルの 1次側を直列に接続して交番電圧 Esinωtを
印加し. 2次側は極性を逆に接続して容量Cと共振回路を形成する。図の記号を用いると，回
路方程式は
九~ (Ol十九)+ R， i1 = E sinωt 
dt 
π.!!:_(φEー φ2)十よれcdt=0 dt . L -




cO13=nil十九t2 • cφ;=M1-M2 ( 5.2) 
ここにcは鉄心の磁化特性による定数である。電流，磁東，および容量を無次元化するために，
日=In削， 日=In山
φ1 = on Vl • φ2=φn V2 (5.3 ) 
C=Cnm 
によって定義される U， V，およびmを導入する。ここに In.仇， および Cnはそれぞれ電
流，磁束，および容量の単位量であり，任意に選ぶことができるが，計算を簡単にするために
nω2 Cnφn= In. co!= nln ( 5.4) 
なる関係を設ける。式(5.3)および式(5.4)の関係を用いて式(5.1)を書き直せば
長(Vl十 V2) + k1 Ul = B sm 
-112ー
.". .，. &，. ... ・ー
d2 ， ， k2 d 寸:.( Vl - V2 )十一τ (Vl - V2 )十-=-U，2 = 0 






となる。式 (5.3)および式 (5.4)を用いると，式 (5.2)は
3 S 
Vl =刷十 U，2， V2 = U，1 -U，2 
となる。さらに





と置くと，式(5.5).式(5.6). および式(5.7)より. aについて 1階. hについて 2階の
連立微分方程式
を得る。
da . 1 
-一十 1;-kl ( a2十 3h2)α=Bsmτ 
dτ8 








da = Bsinτ， 
z口
d2h 1 一一十一一 (3a2十h2 ) h= 0 d'f2 • 8m (5.9 ) 
となる o 1 0を共振回路の固有周波数とすると. 1102は上式より (3a2+が)/(8 m)の平均値に
ほぼ等しいと考えられる。 αおよび bの主要周波数成分はそれぞれ外力周波数1および固有周





α= A1 COS " b=Bvsin(ντ+ん) (5.10 ) 
k1およびんが比較的小さい場合にも， αおよび bの第 1次近似として式 (5.10 )を仮定する。
式(5.8)を書き直すと
ま=BW-jkI(α2+ 3b2 )α 
d2b k2 db 1 
d，2 =一百十冨子- 8~m ( 3 a2 + b 2) b 
(5.11 ) 
となる。式(5.10 )を式(5.11 )の右辺に代入し両辺をそれぞれ積分すれば
α=-Bω'St" -l， kl [(豆A.2+豆Bv2)At sin ' 8 . L ¥ 4 - . 2 
-4(112ν) A1Bv2sin [( 1-2ν)τ-2ん]
一 4(1i2u)ABJgn[(1+2ν)，+ 2ん]
+ .1~ A13 sin 3，1 12 . _..~ "
十 Ao

























h=Bνsin (νT十ん)十B2-1sin [ ( 2 -11)τ十，82-IJ











II~玉 1 : α= Al sin (.十α1)十At-211sin[(1 -2ν).十 αト21J
h = BII sin (ντ 十βν)
1 >1 : a = Al sin (.十α1) 
式(5.13)および式(5.14)は次のように書き直すことができる。
式 (5.13): a= Xl sin.十炉問T十 XI-211sm (1-2v).十YI-21COS( 1-211)τ| 
ト (5.15) 
h=叫細川十yvmM | 
式 (5.14): a=Xlsm.十炉∞s. _ 1 
ト(5.16) 
h = XII sm 1.十ylCOS 1.十 X2-11sinC 2-ν)(十Y2-"COS(2-1I).I 
ここ』乙















定常解(5.13)の周波数 1，振幅 Al' AI-211， BII'位相角 α1，α1-211，およびんを決定す








5 1等のように見掛上周波数1， 1-211，あるいはvと異なる周波数が周波数1， 1-211， 
あるいはνに等しくなる。また周波数νが%および巧以外の場合には，周波数 1，1-211， 
あるいは vに等しくなる周波数はそれぞれ周波数 1， 1-211，あるいは ν以外にない。これ
らの関係を考慮して調波解析を行なう。
表 5.1 式(5.13)を式(5.8)に代入して得られる周波数





1に等しくなる周波数 1， 3-611 1， 3-411， 411-1 1 
1-211に等しくなる周波数 1-211， 411-1 1-211， 3-611 1-211 





dAl ;i' =Xl十百三 ktA1引 C俗 ψ1
O=Yl十占 Ml-Lsin
0= XI-2V十会
0= YI-2v十義 hA1引は1AI-2VSmcpl十B;sin CP2) 
dBu y_ 9 -，:' =Xν 十ー ニ-=AI-2v Bνsmcp2 64m 
品名と=Yν 十品 Al-~VBν的 2





Xl=ー トIPIA-3dlJJm(αl ψ) ]十Bω同
Yl =-Al 品川1-2vBv2sin (a1ー cp)-Bsina1 
Xi引 =-ih[PIバ 1-2ν-id14C05(α1ー cp)] 
3 
YI-2V=一(1 -2)1 ) AI-2v十百三 klAl Bv2 sin (αzー cp)
L=-EZBν十議EAd1-z品川1ー cp)
Yν=ヰ下[Qv Bv -t At AI-2v Bv COS (a1一cp)] 
3 ，2 3 Pl=~Æ 十一 ( A1-~V 十 Bv2)4 ". ， 2 '''1 己 V 円 2νこれIふ十2(df十Bv2)
3 n 2. 3 





"d'; =Xl十三2kl At-2v (2At AI-2V cosψ3 -Bv2cos引)
O=Yl十会 k1 AI-2V Bv2 sin 
O=Xト2v十長 ktA1-~V仰3
dBu _ ~ zず=Xv-T6言7dIdl-2JvSIW4
Bν争=Y:ν一品FMA叩)Scp. 
'-'-に
CP3二 2α1-2V=π， 伊.=α1十 α1-2v-2βν 
ただし式(5.19)の記号を用いた。また後に述べる近似を行なった。
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? 0= Y1， 0=XI-21， 0=YI-2ν 
、 ? ， ， ，??? ??， ， ? 、
ーー ー
? ? ? ?
dBI .， 
dτ- .()，.p， D dん_v 一一 ， uν dT -..ν 
ただし式(5.19)の記号を用いた。
なお式(5.18)， 式(5.20). および式(5.21 )を導くにあたり次の仮定を設けた。
(i)式(5.15)の振幅助およびp は時間の紐晶と共に緩やかに変化するものとし，またれ
は小さい量とする。従って d2xlI/dT2， d2 YII/d T2 • k2dxll/dT，および k2dYII/dT を無視し
た。また式(5.17 )の関係を用いて d2BII/dT2，Blld2{:1l/dτ2， (dBII/dT)( dん/dT)，BI( d{:lll/dT)~ 
k2dBII/dT，および k2Bνdん/dTを無視した。
(Ii)さらに h は小さい量とする。従って第2次近似解(5.15)の振幅Xl，XI-211' および










dT - V ， dん_n dτu ( 5.22) 
となる。周波数νが%あるいは%の場合，式(5.8)の周期解は式(5.13)で示される。 系の
パラメタB，kl， k2， およびmを適当に与えると，式 (5.18)あるいは式(5.20)より周期
解(5.13)の振幅 Alo AI-21， BII' 位相角α1，α1-2f，およびんがすべて求まる。周波数ν
がある一定の値(Ysあるいは7f)に対し，解(5.13)が系のパラメタ B，kI， k2，および mの
ある範囲内で求まるので，その範囲内で解(5.13)が外力に同期化する領域のあることが判る。






1 0= Yl-13 kl[PlXl-{-{( 3P3 +P5)Xl-211一(3P4+P6)YI-2V)]+B三 XYa，l
~~1 = -Xl -tk1 [Pl Yl-t {(3Pげ 6)XI-2け (3P川 5)YI-211}]三 Yル1
o=tyω-thIP2S1-2u-?{(P3+Ps)m+(PHe)Y1 
-P3XI-2ν-P.Y1ν} ] =XYa， 1-21 
o=-tzl-2vーす山 2Yt引 ?{(PM6)町一(P日 5)Y 1 
+P.Xl-2V-P3YI-2V} ]三 YYa，ト2ν
与と=かすω一歩 {Pゅう(P寸P6)XV+~(P9ーをP5 )y V)] 三 XYa ，1I
44ν=去[-~vyけよ {P叩 -3(P9-iP山+ ~ (Po+ ~ P6 )yv}]三 YYa戸
(2) 
3 .2. 3 
Pl= tA.-+互(AJν +Bν)， 
P3 = XV2 - 'l/v2 - ν yV' 
P5 =Xtふ -yI-L，
3 n 2. 3 
P7 =-7 Bν+ ー (At2+ A. _~ν)-8m V2 • 4~" . 2 






P6 = 2XI-2v YI-2V 





0二 yl トー[P1m+iAYI2ν]+B三 Xル1
害=-Xl -i kl[P1Yl がーYI-211]三 Y7f，1
f" 3，， "" 0=--sk1lP2YI-2ν+4 (P'Xl ._p'YJ)J三 Y7f，1-2ν
dxν1 r k2 1 d:T-2vト二Juu一両{P5Yν+ 3P6YI-2ν} ]三X九ν
主主=かすνYII+み{P5XII-3P6Y1ν}] :=ら， ν
3 ，2， 3 
P.= ~At"+ ~Bν + 3A.-?v. 4 .. 2 ~V ~"l-<V'
P3= Xy2 -'l/y2 -I YI' 
3 ，2， 3 P5= ~ Bv.+ ~ Ai+ 3A.-;v -8mν2u 4"V 2'" ~"l-~V ~".-. 













( 16k22+Q7fzー イイ)B7f2 = 0 
Q7f B7f2 -4PoAo2= 0 
P1=1d九 3A02+三B，}， 
4 乙 72




E式(5.25)より振幅 Al'Ao ， および B~が求められる o

















仰 XI-211 . _ xv
-一一=一一一一+2-=-=-dT AI-21 -BI ( 5.26) 
cp=α1-2ν+2βν 
となる。定常状態では式(5.26)において dAl/dτ=0， dBII/dT= 0， dcp/dτ=0となる。こ




とができる。式(5.26)では振幅 Al.AI-21， Bν，位相角α10cp(=α1-21 + 2β1 )，および周波数
νが未知数である。従って系のパラメタ B，kh k2.およびmを適当に与えると， 式 (5.26) 





[(1+thM4)2+ikf(P-1Q 4)2lA2=B2 A2)" 64 IH ¥.rl-ZYI At 
2Plト 2"Alト :ν=QνB"z
2 ( 1ー211) A -~" = k 1 k 2 1 B，/ 
*実験結果によれば，比較的広い同期化領域を持つ振動は%調波振動および%調波振動である。
? ? ??? ?
ヲ'ヲ- 1'.7' 、ー _f'-
(8k21)2+QII2= (~AIAI-211 
3 ，2 • 3 F ， 2 ， ，2、 3Pl= -7A 十一 (AI-21+ BI")， PI-2I1 = -7Al-~1I +ー (A12+ B/ ) 4'" ， 2νyノ， rl 1-'4 
_3n 2，3{， 2 Q" 一一 B，，-+ ー (Al-+Al-~II )-8mν2 4 ~V 2 
( 5.27) 





俗的=1;-kl (Pl一-Qv-7)A/B8 ，.，.. 2'" Al ノ

















dc . 3 一+-;:;..b[(αo2+ho2)c十 2aohoηJ= 0 
d' 8 
豆iE+主乙笠+三 [2αoho c + (α。2+ho2)ηJ =0 
d' 8m 
(5.30 ) 
α。=Al sin (，+αt) + Al-2νsin [ (1-2ν) ，+al-2J1J 
ho=Bνsin (ν，+ん)， (ν=Ys， y2 ) 
式(5.30)は時間の周期関数を係数に持つ連立線形微分方程式である。周波数νが%あるいは
Mのとき，係数の周期Lはそれぞれ3π あるいは4πである。 d守'/dτ=ζとおくと，式 (5.30) 
は次の3元連立1階の線形微分方程式に書き直すことができる。





d( _ 3 一一一一一[2aohoc+ (ぷ+ho2)ηJ-~ ( d'l" 8m L tLJ...v UV， • ¥.u..v . .，v / .， _J m
周期係数を持つ線形常微分方程式の一般論によれば，式(5.31 )は
c(i.) ( ，+ L)= mi c(i)(，) 
布(i)( ， +L) = mi守(i)(τ) 





市zω)=0 マzω)= 1 1J3 (0) = 0 ( 5.33) 
Clω) = 1 C2ω) = 0 C3ω) = 0 
? ?? ???
(1(0)= 0 '2 (0) = 0 ふ (0)= 1 
を持つ3組の解を(れ(T)，布i(τ) ，ζ;('r) ) ， ( i =1， 2， 3 )とすると，式(5.31)で表わされ
る系の特性方程式は次式で与えられる。
特性乗数 mi，
c.(L) -m cdο 
引 (υ 可2(L) -m 
'1 (L) (d心
(i = 1， 2， 3)を用いて




で定義される的を導入すると基本解(c(i) (τ)，η(i )(τ)， ('(i)(τ) )は
=0 
c(i)(T)= elj T Ol(i)， η(i) (τ) = /ljτ仇(i)， ，(i )(T) = /liτ仇(i)
[2J 
なる形で表わされる。 ここに的は特性指数と称する定数であり，式(5.35)より





となる。ただし， 。iは argmi， t乙mjである。またゆ/)(τ)， ( i， j = 1， 2， 3)は式(5.31) 
の係数の周期Lに等しい周期の周期関数である。
式(5.31 )の一般解は線形微分方程式の性質により互に独立な3組の基本解を用いて
c(宇土 Cjc(i)(τ)， 例市土川(i)(τ)， ('，τ)=主Cj('判例 ( 5.38) 
と表わされる。 ">- .，. 1.ア、._r'-Cl，C2， および C3は任意定数である。したがって特性乗数mi，(i= 1， 























( 5.39 ) 
で定義される変数以τ)，v(r)，および w(r)に変換すると，周期係数を持つ変分方程式(5.31)は
定数係数線形微分方程式
du τミ μ1恥 dv dr = /1.2 V. ??
? ?
? (5.40 ) 










c=也lsmτ + Vl∞sτ+Ul-2νsin(1-2J1)τ+Vl-2V∞15(1-2ν)τ 
*付録Vにおいて式(5.40)を誘導する。
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θ(X叫 YS，l，XS，1-2，' Y為 1-211. Xs，，. YS.") 
θ(Xl. '!/1. Xl-2ν. '!/1-2仰 X"， '!/ν) ， 
(s= Ys， ~) 
の対応する要素である。ただし式(5.42)を導くにあたり次の仮定を設けた。
(j)助および v"は時間の経過と共に緩やかに変化するものであり，またれは小さい量とす






ことを確かめるため，次式で定義される周期解(5.15)の各振幅の定常値的および ，!/s. (s= 1， 
1-2ν，ν)からの微小変分 h および Vsを考える。











α11 αE α13 α14 α15 α16 
α21 α22-). α23 α24 α25 a26 
a31 α32 α33 α34 a35 a36 
(5.44) 
α41 αa α43 
α“ α~5 α46 
α日 α日 α日 α54 α55-). α56 
α日 α回 α63 α制 a65 α66-). 
あるいは
ム.P+h2 ).2+ h3).+ム=0 ( 5.45) 
となる。ここで
α11α日 αM
ム=-I a31 a33α34 
包41 a43 a44 
an a12 α日 α14 a11 α13 a14 a15 α11α13α14α16 
α21α22 a23 包24 α31α33α34 a35 α31 a33 a34 a指
ゐ=1 1+1 1+1 1;> (5.46) 
α担 a32 α33a34 I Iα叫 α43α岨 α45 I Iα41α43α44 a46 





変分方程式(5.42)の特性根ん， (i = 1， 2，3)の実数部がすべて負であれば，変分 h およ
び Us，(s=l， 1-211，1)は時間の経過と共に零に収束し，周期解(5.15)は安定である。ま






( 5.13)は概周期解となることを述べた。既に第5.4(b)節で述べたように，概周期解(5.13 ) 
の各振幅，位相角，および周波数νを記述する式(5.26)は，位相角については山および¢
(=α1-211 + 2ん)で表わされるので， 6個の未知数 Al'AI-211， BII'αl'rp(=α1-211 + 2ん)，お
よびνで表わされている。ここで以下の式の表現を簡単にするために式(5.26)の記号を次の
ように書き換える。
Al Xl Xl Xl 
B" X2 XI X2 
rp X3 YI-2ν/A!-2" + 2Y，1ん X3 
(5.47 ) 
イ1-2ν X. XI-21 X. 
α1 X5 Y'/Al X5 







0= X. (Xl' X2，………， X6) 
。=X. (Xl' X2，………， X6) 
0= X6 (Xl， X2，………， X6) 
定常状態では式(5.48)において dx;/dT=O，(i=1-3)すなはち
Xi (Xl' X2，……… ， X6 ) = 0， (i=1-6) (5.49 ) 
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となる。概周期解(5.13)の安定性を吟味するために，次式で定義される各振幅，位相角，お
よび周波数の定常値 X'1，X'2，…・・，，x6からの変分乙， '2，……， (6を考える。
(5.50 ) 
，xi (t") = ，xi +長(，)， (i=1-6) 
変分 (i(τ)，(i = 1 -6)が時間の経過と共に零に収束すれば，概周期解(5.13)は各振幅A"
At-2ν， B，ν，位相角的，(/J (=α1-2V+ 2ん)，周波数νに関して安定である。 式(5.50)を式
(5.48 )に代入し凸(t")， (i = 1 -6)の2次以上の項を無視すると次の変分方程式を得る。
d(1 
d7子=al1 (1 +α12 (2 +……… +α16 (6 
d(2 τ = a21 (1 + α22ι + ・H ・H ・.+伽 (6
d(3 τ = α31 (1 + α32 (2 + …・・・… + ω(6 
( 5.51) 
0= a41ι+ a42ι+……… + auι 
o = a51 C1 + a52 (2 +……… +α56 (6 
0=α刷 (1+α回 C2+ '"・ H ・..+α田 (6
ここ』乙
θXi 
aij =石7' (i，j=1-6) (5.52 ) 
ただし，式 (5.49)の記号を用いた。式(5.51 )において
(1 = C1 e，h ， (2 = C2 e.l'τ， (6 = C6 e.lτ ( 5.53) 
と置く。式(5.53)を式(5.51)に代入すると CI>C2'…・・， C6を定める次式を得る。
( al1ー A)Cl+a12C2+α13C3 +α14 C4 +α日 C5+aI6C6=0
a21 Cl + (αZZ-A)C2+a田 C3+α24C4 +α昌 C5+α26C6 = 0 
a31Cl +α担 Cz+(α33-A)C3+a34C4+α語 C5+a蝿 C6=0 
( 5.54) 
α剖 Cl+α42C2+αnC3+α44 C4 +α45 C5 + a蝿 C6= 0 
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a51 Cl +α52 C2 + a田 C3+α54C. +α55C5+a田 C6= 0 
a61 C 1 + a62C 2 +α63 C3 +a64 C4 + a65C5 +a師 C6= 0 
式(5.54)がCl= 0， C2= 0，……， C6= 0以外の解を持つためには
αn-A a12 α阻 a14 α15 a16 
a21 a22-A α23 a24 α25 α謂
α31 α32 a拍 -A α34 α田 α甜
.:1 (A)三| (5.55 ) 
α41 a42 α岨 a44 α45 a46 
a51 a52 α53 α54 α回 α56 
a回 α回 α回 α制 a65 a闘
でなければならない。特性方程式(5.55)の根を A1，んおよぴんとし， これらは互いに異
なるものとする。式(5.54 )において A=んとすれば， Cl: C2 :……: C6の比が決まり
Cn C~ C回
Dl1(ん) D12 ()'l ) D16 (ん)
(5.56 ) 
[33J 
となる。 ここにあdん)は.:1(ん)の(i， k )要素の余因子を表わす。ただし A=ん
に対し式(5.54)を満足する (Cl，C2，・…一， C6)を (Cu，C21，……， C61)で表わしたo
A=えi' (j = 2， 3 )に対しでも A=んの場合と同様に式 (5.54)より Cl: C2 :……: 
C6の比が決まる o A = ).j， (j = 1， 2， 3 )に対して式(5.54)を満足する (Cl，C2，… 
C6)を(Cυ，C2j'……， C6j)で表わせば Elj=CIJe 』jfτ，E21=C2jJjr，……， 56j=C6j Jf， 
Cj= 1， 2，3)が式 C5.51 )の 3組の解となる。式(5.51 )の一般解は
あ=Cil/1τ+G2e』ZT+QsJ3τ， ( i=1-6) ( 5.57) 
である。ここに).=).j' (j= 1，2，3)に対し式(5.54)より C1j: C2j:…… : C6j の比が決
まるので，式(5.57 )において任意定数を 3つ遷ぶことができる。 式(5.57)より特性方程式
( 5.55)の根えj， (j = 1， 2， 3 )の実数部がすべて負ならば，式(5.13)の各振幅ゐ，Al-2j1， 
BII，位相角的， ψ(=al-21+2{i1l)，および周波数vの定常値からの変分 Ci( i= 1 -6 )は時






さらに外力の振幅Bと概周期解(5.13)の各振幅 Al'AI-2仙 B"，位相角的，q;(=αト 2，+2ん)，
周波数νの閉係を示す特性曲線が垂直接線を持つ点で安定限界となることを説明する。
まず外力の振幅Bと概周期解(5.13)の各振幅 Al'AI-2" ， H"，位相角叫， ψ，周波数vの関
係を考える。定常状態では式(5.48)より

























( 5.61 ) 




θXl θXl θXl 
一・…一・ー
θXl 8X2 8x‘ 
θX2 。X2 θX2 
-…・ー
θXl θX2 θX6 
4'= ( 5.62) 
θX6θX6θX6 
θXl 8X2 θX6 
を得る。つぎにRouth-Hurwitzの安定条件より
4 = 4 (0)= 0 (5.63 ) 
なる点では安定限界となる。ただし式(5.63)において式(5.55)の記号を用いた。従って振
幅特性曲線および周波数特性曲線(BXjの関係)が垂直接線(dXj/dB→∞)を有する点で安定





図 5.2: kl = 0.18， kz = 0.3， m= 10 ( 5.64) 
図5.3: kl = 0.18， kz = 0.1， m= 4.0 (5.65 ) 
である。図において aの振幅はbが振動している範囲でのみ示した。第5.5(a)節の考察に従い
周期係数を持つ変分方程式(5.31)の解の特性乗数 mi，(i = 1， 2， 3)を求め， 周期解の安定
性を吟味した。実線の部分で安定であり破線の部分で不安定である。
B= 1.55の場合の%調波解(5.13)および周期係数を持つ変分方程式(5.31 )で表わされる
系の特性乗数mi，(i= 1， 2，3)を表5.2に示す。また B=1.10の場合の%調波解(5.13)お




























B ao (r)， ho (r) 調"1，7&2，胃13
ao = .0.3904 sin r -1. 3771ωSr 0.9199 X 10-3 
1.55 -0.1664 sinYaτー0.5056伽 %τ stable 
ん=2.8501 sin yaτ 一0.4864∞sYsτ 0.4620 :t 0.6628 i 
内=0.3944SlTIrー 1.3850ωSr 0.001232 
1. 55 -0.3457 sinYs r + 0.2498∞sYsr 0.4189 Usstable 
ん=2.1481 sinYsτ+ 1.8711ω%τ 1.4860 
表 5.2
%調波解と変分方程式 (5.31)の解の特性乗数
B ao (r)， ho (r) 7&1， 7&2， m3 
ao = 0.1077 sln r -0.5050∞S r + 0.2182 0.00956 
1.10 stable 
ん=一0.0788S加%τ 1ー.5380∞sY2τ -0.3282 :t 0.7892 i 
ao = 0.1407 sln r -0.4887 cosτ+ 0.0718 2.9447 
1.10 Usstable 


































(5.66 ) m= 4.0 わ=0.1， kl二 0.18，
である。第 5.5(c)節の考察に従って変分方程式(5.51 )で表わされる系の特性根を求めて安定
性を吟味した。その結果実線の部分で安定であり破線の部分で不安定である。









表 5.4 固有周波数 νが 0.418…の概周期解(5.13) 
概周期解 JI B Al AL-2" B" a1 'p 
(1) 0.418 ・ 1.2872 1.0969 0.3598 2.3298 -1.3923 -2.0200 
(2) 0.418… 1.9448 1.8062 0.1764 1.1423 -1.4726 -2.2871 





-O. 0271. -O. 3416， - 5.3345 Stable node 














第 5.4(b)節において調波解析法を適用して概周期解(5.13)の各振幅 Al，AJ-2"， B"，位相角
山 ，cp( =αト 2"+ 2/3，，)，周波数vを求めた。この節では概周期解(5.13)を位相空聞において解








h ( 2ππ)=Bνsm( 2ππν+ん)
id 2略的=νBIlCOS(2n1rY+β1)， 
をahh空聞に写像する。 これらの点 (α(2ππ)， h (2九π)，h (2九π))は図 5.6に示す閉
曲線上にある。系のパラメタは
kl = 0.18， わ=0.10， m= 4.0， B= 1.6 (5.68 ) 
である。また固有周波数νは 0.447……となる。図において数字 1，2，3，および4を添えた

















( h (t")， h ('r) )を示す。この概周期振動の






図5.6 概周期解 (5.13)の時間'r=2 1.7c (1. = 0， 
1， 2，…)における ah dhldr空間への写像
(調波解析法による). 




































o = -PXl+ yl一義 kl[Xl (X/-y，/ )+2YIXVYV] +B三五
dyl ~ n 3 
E7=-m-PF-EEK2[-2前向 yv+yl (xv2 _yv2)] 






1 〆3 ，2. 3 、P = 7，k1( -7 At-+ *"Bv. ) 8 、4'" .2~" / 1 /3~2. 3 ，2 、Q=EZ(zBv+互At"-8m) 





い量とする。従って d2xv/dτ九 d2 yv/d'C2， k2 dxv/d'C， および k2dyv/dτを無視した。
(iI)さらに klは小さい量とする。従って振幅削は第 1次近似解(5.10)の振幅Al(=yt) 
と比較して小さい。また振幅 m および ylは時間の経過と共に緩やかに変化するものとする。
よって dxt/d'Cを無視した。
定常状態では式(5.70)において
dyl/dτ=0， dxν/dτ=0， dyv/dτ=0 ( 5.71) 
となる。 このとき式(5.70)より振幅山， ylo Xν， および p が求まる。周波数νが一定の値
に対し，式 (5.8)の解が系のパラメタB. k 10 kz. およびmのある範囲で求まるので，その範
囲内で外力に同期する領域のあることが判る。
式(5.70)より振幅 Xl.ylo Xv. および p を消去して次式を得る。







.， '>"' L.7" 
'-'-・』
1 〆3 ，2. 3 、P= 7.kl ( -7At + *'B，: ) 8 、4'" . 2~V / 1/3~2.3 Q.=吉元(zBv+互Al-8m) 
式(5.72)において B，=0なる解も存在し，式(5.72)の第1式は




式で定義される周期解 ω(t')および h0 (t')からの微小変分 c(t')および甲(t')を考える。











α(τ) = ao(t') + c(t') 
式(5.74)を式 (5.8)に代入し，c(τ)および守(t')の 2次以上の項を無視すると次の変分方程式
を得る。
dc . 3 一一+'*kl [( aO 2 + ho2 ) c + 2 ao ho甲J=Odτ8 
ho(τ)= x" sint' + yll COSt' 
(5.75 ) 
豆竺+主主豆互+JL[2GoboE+(α02+ ho 2 )甲J= 0 m dt' • 8m 
ヲ- ヲ・.，.7'、ー、ー r'-




dc 3 一 =-*kl[(ao2+ho2)c+2aohoη]dτ8 









びp からの微小変分c1 (.)， 7J t(.)， ι(.)，およびれ(.)を考える。
Sν(.) = xv+ cν(.)， yν(.) = Yν+ 7J，(τ) 
、 ? ， ， ，????? ?
?ー??副作)= XI + ct(.)， YI(τ) = YI+布1(τ) 
変分CIo 引， ι，およびれが時間の経過と共に零に収束すれば，周期解(5.69)は安定であ
る。式(5.77)を式(5.70 )に代入し， c)O 7J1oι，およびれの2次以上の項を無視すると
次の変分方程式を得る。
o I al1 al2 α13 α14 I I Cl 
d 
可1d'τ 守1 a21 α盟 a23 α24 
ι a31 α32 α33 α担 c" 
7Jν α41 α岨 α43 α岨 ην 
(5.78 ) 
ここに aij，(i， j=1-4)は式(5.70)の記号を用いて得られる
θ(Xlo YIo X"， Yν) 
。(XI，YI， X"， Yν) 
の対応する要素である。式(5.78)で表わされる系の特性方程式は
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all a12 α13 a l'
a21 α冨 -A a:阻 α24 
.d (A)三| =0 (5.79 ) 
a割 α置 a四 -A G担
a41 a42 α43 a“一』
あるいは
hl A3 + h2 A2 + h3 A +ム=0 (5.80 ) 
となる。ここに
ん=-all 
ム=1α11 al21+lal1 a131+1α11 a14 1 
I a21 a22 I I a31 a田 I I a41 au I (5.81 ) 










h， = .dω) = 0 ( 5.82) 
基本調波解(5.69 )の掘幅特性を式 (5.72)より求め， その結果を図 5.8に示す。系のパラ
メタは





れる系の特性乗数mi，(i = 1， 2， 3)を表 5.6に示した。
第5.7(c)節の考察に従って定数係数を持つ変分方程式 (5.78)で表わされる系の特性根ん，
(i = 1， 2，3 )を調べることにより周期解の安定性を吟味した。その結果を図5.9に示す。図
において実線の部分で安定であり，破線の部分で不安定である。図5.8と図5.9を比較すると，
周期解の安定性に関して概ね良好な一致を得た。図 5.9において記号を付した特異点と変分方






、 、 ? ?




































周期解 B ao (，) ho (τ) 耶 1 m2 羽目13
1 1.20 
α。=O. 1971 sIl ， -1. 0871α鼠τ
品。=3.0501 sin ， -0.1428∞sτ 0.283， -0.644:t 0.557 i 
2 1.90 
ao = 0.3205 sin ， -1. 8070∞sτ 
九=2.6813Sinτ+ 0.2583∞S， 0.241， -0.498:t 0.950 i 
ao = 0.4570 sin ，ー 2.5545∞s，
3 2.65 
品。=1. 9591 sIl， + 0.2709∞6τ 0.236， .:_ 0.473:t 0.973 i 
4 1.20 
ao = 0.3596S1n， -1.0055∞S， 
ho = 1.5039 sin ， -2.2612α)8， 0.169， -0.387， -4.575 
1.20 
ao = 0.0291 sIl ，-1.1993α鼠T
-0.090:t 0.920 i 5 0.858， 
九=0
ao = 0.3056S1n， -2.6143∞s， 
6 2.65 0.480， 一0.247，-2.001 
ん =0
7 3.50 
ao = 0.6695 sin ， -3.3669∞S， 
ho = 0 
0.287， -0.502:t 0.776 i 
表 5.7 図 5.9における特異点とその分類
特異点 B Yl XI YI A.. A2' A3 分 類
1 1.20 -1.0871 3.0501 -0.1428 
-2.5500 
-O. 0108:t 0，2836 i Stable focus 
-2.8635 
2 1.90 -1.8070 2.6813 0.2583 Saddle focus 
0.0081 :t 0.4574 i 
3 2.65 -2.5545 1. 9591 0.2709 
-3.6643 
0.0172:t 0.4769 i 
Saddle focus 
-4.5751 
4 1.20 -1. 0055 1.5039 -2.2612 一0.3852 Saddle 
0.1687 
-41.2010 
5 1.20 -1. 1993 0.0 0.0 
一O.0250:t 0.3588 i 
Stable focus 
-8.6707 
6 2.65 -2.6143 0.0 0.0 -0.3133 Saddle 
0.2633 















8に示すように周波数vが%. 2. あるいは 3の場合，周波数5-211.3ν-4.あるいは
6 --3 1等のように見掛上周波数 1. 1. あるいは 2-11と異なる周波数が周波数1， ν，ある
いは2ー νに等しくなる。また，周波数νが%. 2. および3以外の場合には，周波数 1. 1. 
あるいは 2ー νに等しくなる周波数はそれぞれ周波数1.人あるいは 2ー ν以外にない。こ
れらの関係を考慮して調波解析を行なう。
表 5.8 式 (5.14)を式 (5.8)に代入して得られる周波数
主要成分周波数 v 1=豆 3 2 1 = 2 11= 3 νキ2'1キ2，1キ3
1に等しくなる周波数 1 1，211-3， 5-211 1， 211-5 1 
Vに等しくなる周波数 1， 6-311 1. 4-11， 311-4 1， 311-6 v 













B dlYu1 u ームー =Yν+一一二一 B2-~ ∞6CPl 三 YSL64mll ~<-v ~~~T' - ~ 72， 
o=X24-6Jμ)Bν lh-~ sin CPl ==弘zν
0ニ Y2-νー 3 BvB2J COS約三Y%， 2-"64m( 2-11) 
伊1= んー +3!i2-" 
xz=-th(PJ1+2ABvBHωscp) + BC06帆
Yl = -Al一元 klA B" B2-" smcp -Bsm ct1 
Xν=-iiB+-i-dfB2-vsiIlψ m ~，ν 64mν 
Yv=-L(QJv+bぬ-"仰)16mll 官
xh v=-i乙B2-ν+3d12BvSlnψ 64m( 2-11) 
Y= 1 4024BM+れ川仰)16m(2-1I) 




dAl " ~ 'd';'= Xl + i"6 klAIBμ ( B"∞加B2-"仰 3)三XZ，l
O=Yl一元 klAlB2ν(Bν制約一B2-lIsm和)三 Y2，1
dB唖ー






































Bν dt九 1ーよー =YII- ー」ー予 B2-~ ωS 9'5三 Y3.v 
Aν v・一
、J ~ .2 
0=X24+64md-v)B 
。 2
0= Y2ν+64m(}-u)BM(Am似 -BνB2-v COS 9'5 )三 Y3， 2ー
':- '>- 1.ァ、ー'-，'-





0= Y1 • 
dBv _ 
d' ‘"'" 




( 5.87 ) 




に変化するものとし，またれは小さい量とする。従って d2BII/d'r2， d2B2_ν/dτ2， Blld2fJlI/d'r2， 
B2-νd2β2-II/d 'r2， (dBII/d 'r) (dβν/d'r)， (dB2-II/d'r)(dP2-II/d'r)， BII(dPII/d'r)2， 
B2-ν(dβ2-ν/d'r)2， k2dBII/d'r， k2dB2-I/dτ， k2BI dん/dτ.および k2B2-II.dβ2-II/d'r.を無
視した。
(jj)さらに，第2次近似解(5.16)の振幅 Xt，X2ーν，および Y2ー パま第1次近似解 (5.10)の
振幅 yt，XI，および ylと比較して小さい。また各振幅は時間の経過と共に緩やかに変化する











d'r ~ ( 5.89) 
周波数νが%， 2，あるいは 3の場合，式(5.8)の周期解は式(5.14)で示される。系のパ
ラメタ B，kt， k2' およびmを適当に与えると，式(5.84)，式(5.86)，あるいは式(5.87)
より周期解 (5.14)の振幅At，BII' B2-1I，位相角的，ん，および P2-11がすべて求まる。周




[ (山山2L)2+土 k/(九一2Q222)2ld〕 2At~ / 64 
( 16 k2 B2 )2 + Q/ B22 = (れ川 y
Q2 B22 = 2QoB/ 
3 .2 . 3 Pt = -7 At. + -*B2. + 3Bo.. 4 .. 2~.' ~~U ， 
3 ~ 2 • 3 Q2 = T B2' + * At + 3Bo. -32m 4~. .2 
-147-
(5.90 ) 






k2[νB，/+ (νー 2)B2-!J= 0 ( 5.91) 










r....ß_......f_.~ ， .3 
α= - BCOSτ+"'O-kll PIAl COS (r+叫)+ * AtB"B2-" COS (r+ん+β2-"一品)8 '.'L' ...._u， • -'/ • 2 ...~，，~，，-
一一-2--ABv{BνCOS[(lー 2けτ+尚一2んJ+2B2-" COS[( 1-211)τ一向ーん+β2・"J}4(1-2ν) 
一石争)AtB2-1J{B2-"COS[(3ー 仰一向叫んJ+ 2B" COS[(3ー 仰+尚一ん+んJ}
一一一三一~A.B2-! cos [( 5ー 211)r+叫+2，82-"J 4(5-2ν) 








3 .2. 3 Pl = -7 Al-+ー (B，}+ B2-~) 4 ••• 2 





、 ， ?? ???? ?， ， ? ?
、
???????
α= Al srn( T+αl)+Al-2vsin [( 1-2ν) T+al-2vJ + A3-2v sin [( 3-2ν)T+α3-2v J 





dAI ~ __ _ 1. r" • . 3. •• • __ <1 . 3. ~ 2 ___ <1 3 ;~'= BCOSqh -i kl[ P1Aaがん
+2dMMm04+3dω 
0= -Bsincpl-Aート[-iAAI-2VA3 






r ~ ， 3 ， 2 ， ~~~ n 3 
O=-s-k，LP印 d印-4 A，-A3-2νωISO，-tイ，BνCOS03
-hBνBμ∞506-3dωBI B2-v COS 07] = Xト
1 . r 3 2 つ
0=一(1-2ν)Al-ν--8 k，l一戸， A3-2νsinO， +ド，B付 n03 
-hBJ24SMーが3-21B品川 三 Y1-ZV
r ~ ， 3 ，2 つ
o=-gk，LP山 A3-zv-"4 At-AωCOS 0， +i At品ー νCOS02
;) ， ~ ~ ~~~ n 3 +~AtBνBμ郎 (}5-t Al-zvBv Bz-v COS07] 三 X3-2V
0二一(3-211)A3-21-k k， [ドル21si仏+ド，B2-~ sin O2 
がーBIB2-V S叫+れl-2VBIIBμsin {}7] = Yト
dBν k2 ~ 1 r 3 一一=一一一B 一一一一[*" AtAl-2I1BISin03一三At2 Bz-v sin {}. dr - 2m LJV 16mν2 .t...l..t....l-
( 5.94) 
がーld32J2vsmO5-3dd印 B2νS叫 -242νA3-ZIBz-1IS州三Xv
Bv豆[111_一」ー [QνBν一三AtA1-zvBIω603+主At2Bz_vcos {}. dr 16m Il L"v~v 2'''''1-
+ ~ A，A3-21 B2-v COS (}5ー ふんνBz-vC叫一24-zvdwB2-A507]三 YI
k2 ー「ー0=一夜B2u-16m(2-u)i-3d142J24gnozー かゐsin{}. 
;) " . _;_ n ， 3 " . _;_ n 3 + ~ AtA3-2I1BI sin (}5+ ~ AtAl-2νBνsin 06 - ~ Al-Zバ日νBνsin(}7) 三 XZ-v
= 1 l Q24B2ν十三AtA3-zνB2-VCOS{}2+立A，zBνCOSO. 16m( 2-ν) L 
+れ，A3-2vBνC叫ー が，Al-ZvBνC叫-3dl-M印 BICOS {}7] 三 Yμ
ここに
P1=R-idf， Pω 二 R-3Al-;
P3-2ν=R-TA32ν ， QI二 R-2BJ-8V2m
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QH=R-3B22-8(2-ν)2 m， R=2(AU1-L+d3・~v+Bv2+ B2-!) 
(Jl =ー 2(/)1-(/)2 + (/)3. (J2 = -(/)1 -(/)3 
(Ji = -(/)1 + (/)4 • (J4 =一2机-2(¢2-94)
九=ー帆+93-i(¢z-94)， (J6= - (/)1ーを(科+(/)4 ) 
(J7= (/)3ー を((/)2 + (/).) 






(/)3= aS-2V一2β2-v. ψ4=αト2v+ 2ん
ただし式(5.94)を導くにあたり，式(5.21)あるいは式 (5.88)を導いた場合と同様の仮定を
設け，Atdat/d1:， dAl-2ν!d 1:. Al-2v da 1-2V!dτ， dAs-2v!dτ，イ3引 das-2v!d1:， dB2-v!d1:. 
B2-vdfJ2-V!d 'l"，およびdν/d1:を無視した。
式(5.94 )を書き直すと
0= xl-2v' 0= X3-2v 
dBν--
dτ ‘ ~V. 0= X2-v 
( 5.96) 
0=士 。YトZν Y2-v一一一一一一2一一一，AI-2v -B2-v' 
0= Y2-v ---
B2-v 
o-YPUA Ypv 一一一-A苦-2v B2'・ν
d(/)4 ~ YI-2v ， ~ Yv 一一一ー一1--dτ AI-2v ・臼 Bv' 
を得る。ただし式(5.94)および式 (5.95)の記号を用いた。定常状態では式(5.96) におい
てdAt!d1:= O. dBv!d1:= 0， d(/)4! dτ=0 となる。この場合式(5.96)は11個の未知数A. 
AI-2v. A3-2v， Bν， B2-v，叫， α1-2仰向-2v. ん， β2-v，およびνに関する 10個の代数方程
式であるから，式(5.96)より 11個の未知数の全ては確定しない。しかし概周期解(5.93)の
各振幅，位相角，および周波数を記述する式(5.96)は位相角については式(5.95)に示す(/). 
科， ψa，および引によって表現され，式(5.96)では振幅 Alo Al-2v. AS-2v. Bv， B2-v， 
位相角(/)..科. (/)3. (/)4，および周波数 νが未知数である。従って系のパラメタ B，k.. kz. 
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およびmを適当に与えると式(5.96)より振幅 Alo イ1-2ν，A3-2" ， Bν， B2-". 位相角 ψ10 '{J.， 
'{J3，似，および周波数 vは定まる。しかし位相角的ー2仰向・2れん，および/12-" は定まらな





周波数νが%， 2，あるいは 3の場合の周期解は式(5.14)で示される。周期解(5.14) の
安定性を吟味するために，次式で定義される各振幅および位相角の定常値 AI'B"， B2-"， al， 
ん，および/12-"からの変分cs (t')およびむ(t')， (3= 1， 1， 2ー ν)を考える。*
A1(t'}=A1+ cdτ) ， αI(t'}=α1+れ (τ)
B，(τ}= B" +ι(t') ， /1" (t')=βν+ην(τ) (5.97 ) 
B2-，(τ}= B2-" + C2-" (t')， β2-"(τ}=β2-" +守2-"(τ) 
式(5.97)を式(5.84).式(5.86). あるいは式(5.87)に代入し乙(t')および 7Js (τ)， (3= 1， 
ν， 2一ν)の2次以上の項を無視すると次の変分方程式を得る。
Cl αu al2 α日 α14 al5 al6 I I Cl
c" α21 a22 a23 α24 α25 a26 c" 。
一 a31 包担 a33 包34 a35 α36 C2-" I (5.98 ) 。 a41 α42 α43 包4 a45 α46 ηz 
7J" α剖 α52 a日 a5f α55 α56 ην 。 a61 a62 a回 α64 α65 a66 η2-ν 
ここに aij' (i， j = 1 -6 )は式 (5.84)-式(5.87)より得られる
θ(XS，1' Xs， ， XS，2-'" Ys，t/A，. Ys，/B，， Ys，2-，/B2-" ) ， 3 
3=と， 2， 3 ) 
θ(ふ ， Bν， B2-仰向，ん. /12-" ) 
* 11=2の場合には fi2-JI= 1f: /2であり . fi2-JIの変分は考えない。
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の対応する要素である。式(5.98)で表わされる系の特性方程式は
α11 -A α12 α13 α14 α15 包16
α21 α22 -A α23 a24 α25 α26 
4 (A)三 Ia31 α32 α33 α34 α35 α36 
( 5.99) 
α41 α42 α43 α44 α45 α46 
α51 α52 α日 α5< α55-A α56 
α61 α田 α回 α64 α65 α66 
あるいは




α日 α64 α66 
α11 a13 α14 α16 α22 α23 α24 α26 α33 α剖 α35α36 
h2 = I aal α33 α34 a36 α32 α33α34 α36 + α43 αu α45 ( 5.101) + 
αuα43 αH a46 α42 a'3 a.. αc6 α53 α日 包5 a56 
α61α日 a64 α66 α62 α回 α64α師 α63 α嗣 包町 α66 
h3 =ー(All + A22 + A55 ) 
ん=IAI 
である。但しイは aij，(ムjニ 1-6)を要素とする行列であり， Aijは行列式 IAI における
aijの余因子である。第 5.7(c)節で既に述べたように，変分方程式(5.98)で表わされる系の
特性根ん， (i= 1， 2， 3)の実数部がすべて負ならば，変分 cs (r)および 7Js ('r)， (s = 1， ].J ， 
2-ν)は時間の経過と共に零に収束し，周期解(5.14)は安定である。 なお周期解(5.14) 
の振幅特性曲線が垂直接線を持つ点は





に，概周期解(5.93)の振幅 A" AI-2';， A3-21I， BII' B2-II'位相角 a"α1-2仰向-21'ん，fJ2-'h 
および周波数νを記述する式(5.96)は位相角について帆(=山)， 和 (=α1-2ν一2fJ2-1 )，
rp3 (=α3-21 -2 fJ2~ν)，および似 (=α1-2ν+2ん)で表わされ，式( 5.96)において振幅 A"





Bν Xν x2 
rp. X3 YI-211 AI-21 + 2 YIIISν X3 
AI-2ν X. XI-21 X. 
A3-2ν 畠~5 X3-21 X5 ( 5.103) 
B2-1 X6 X2-1 X6 
rpl X7 YI/At X7 
rp2 X8 YI-2νIAI-21 -2 Y2νIB2-1 I X8 
rp3 X. Y3-2νIA3-21 -2 Y2-IIB2ν| X. 
1) I XI0 1， Y2-νIB2-ν XI0 
式 (5.103)の記号を用いて式(5.96)を書き換えると
争=Xi (Xl' X2， ... .'， Xl0)， 
o = Xi (Xl' X2，………， XIO)， (i=4~10) 







よび周波数の定常値Xi，(i= 1~ 1O)からの変分じ (τ)， (i= 1~ 10)を考える。
xdτ) = Xi + Ci (τ)， ( i =1 ~ 10) (5.105 ) 
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変分cdτ)，(i=1-10)が時聞の経過と共に零に収束すれば，概周期解(5.93)は各振幅，
位相角(和，rp2'ψ3，ψ4 )，および周波数νに関して安定である。式(5.105)を式 (5.104) 
に代入しれ(τ)，(i = 1-10)の2次以上の項を無視すると次の変分方程式を得る。
(Lel '":'S. = all己+al2ι+a問点+
dτ 
de2 
d'r = a21 Cl + a22ι+ω凸+
+α1四 CIO
+ a2 10 CIO 
dC3 
E7=α自己 +a担 ι+α詞凸+ +a310 Cl0 ( 5.106) 
o = a41 Cl + a・2'2+ a43 C3+ + a4 10 CIO 
o =α田 Cl+ a田 C2+a田 C3+ + a5 10 c 10 
o = al01 Cl + al02 C2 + al03ξ3+………+ alO 10 ClO 
ここに aij' (i， j = 1 ..10)は勺，(j= 1-10)の定常値における θX;/θXj である。式
( 5.106)で表わされる系の特性方程式は
al1 -A al2 a13 α14 α15 al10 
a21 a22 -A a担 α24 a25 a210 
α31 α担 a33ー』 α34 a35 a310 
J(A)三| a42 α43 α“ a45 a410 I = 0 (5.107 ) 
a51 a52 a日 a日 a55 a5叩
alOl al02 α103 al04 alO 5 ・・・・・・・・・ al0l0 
となる。第5.5(c)節で既に述ベたように，特性方程式(5.107)の根ん， (i = 1， 2， 3)の実数
部がすべて負ならば，変分ci， (i = 1-10)は時間の経過と共に零に収束し，概周期解(5. 
93 )は振幅AIo AI-211' A3-211， BI， B2-仰位相角 (/)1(=α1)， (/)2(=α1-211ー2んー ν)，科
( = a3-21 - 2/12-11)，和 (=α1-211+ 2ん)，および周波数νに関して安定である。また既に第
5.8(b)節で述べたように概周期解(5.93)の各振幅，位相角，および周波数を記述する式(5.96) 





さらに外カの振幅Bと概周期解(5.93)の各振幅 Al，Al-2v， A3-2v， Bν， B2-v，位相角 rph
rp2，和， rp4，周波数 νの関係を示す特性曲線が垂直接線を持つ点で安定限界となることを説
明する。
まず外力の振幅Bと概周期解(5.93)の各振幅Al，Al-2V' ゐ-2v，Bv， B2ー ド位相角 rpl，
rp2， rps.引，周波数 νの関係を考える。定常状態では式(5.104 )より
Xi (B， X1t Xz，・ H ・H ・.， XI0) = 0， (i= 1-10 ) (5.108 ) 
となる。ただし式 (5.103)を用いて各振幅A1> Al-2v， A3-2v， Bν， B2-v，位相角 rp1，和，
rp 3，判，周波数 νを町， (j= 1-10)で表わした。式 (5.108)より Bを与えると巧， (j= 
1-10)が決まり，振幅特性曲線および周波数特性曲線 (BXjの関係)を求めることができる。
式(5.108)より次式を得る。
aXi θXi θXi θx; ー~dB+ ー-=. dXl +τ-=. dX2 + ....・ H・.+一~dXI0=0， (i=1-10) (5.109) θBθXJ --. aX2 θXlO 
式(5.109)を書き換えると


















">- ~ 1."， 
'- '- (<<-
θXl θXl θXl 
θXlθXz θ4E10 












5ト k1= 0.18 
k2= 0.07 




























(5.113 ) m= 0.4 kz = 0.07， kl= 0.18， 図5.10: 































B= 2.65の場合の概周期解 (5.93)の周波数h 各振幅 AloAl-211. Aa-211' Bν • B2-1I. 位
相角f{J1of{J2. ψ3.および仰を表 5.9~.乙示す。また変分方程式( 5.106)で表わされる系の特
性根を求め，式(5.96)の特異点を分類した。それらの結果を表 5.10に示す。
表 5.9 B= 2.65の場合の概周期解 (5.93)
概周期解 " Al A'-2ν Aa・21 BI 
(1) 1.1223… 2.5948 0.0177 0.1083 1.5486 
(2) 1.0540 ・ 2.6043 0.0379 0.0736 1.2889 
概周期解 B2-ν '11 '12 '13 '14 
(1) 0.9601 -1.3982 2.4187 0.3263 2.9878 
(2) 1.0428 -1.41113 2.4618 0.2229 3.0137 
表 5.10変分方程式 (5.106)で表わされる系の特性根と式 (5.96)の特異点の分類
概周期解 式 (5.106)で表わされる系の特性根 式 (5.96)の特異点の分類
(1) -0.00206， -4.9846士1.3709i Stable focus 
(2) 0.00067， -2.5538， -5.3628 Saddle (unstable ) 
図 5.12において外力の振幅Bを0.8から大きくすると，B= 1.89まではbは振動しない。
B = 1.89で振動が励起し.B= 1.30 -3.17の範囲では基本調波振動は不安定である。この範
囲内のB=2.60 -2.68では固有周波数 vが1と%の聞の同期化しない概周期振動が発生する。
なお B=1. 30 -2.60あるいは B=2.68 -3.17の範囲で発生する振動については第 5.10節で
考察するJ 既に第5.7節において数値例を示したように，さらに外力の振幅Bを大きくする












α('r)= Xl (r) sin 'Z"+炉(τ)cos'Z". h('Z")= Xν('Z")sin'Z" + ylI ('Z")ωsτ ( 5.116) 
と仮定し.Xl('Z")， _Yl(τ)， XII('Z")， および YII(τ)は時間の経過と共に緩やかに変化するものとし
た。この条件のもとに自律系の式 (5.70)すなはち
。=Xl. 441=九 ????? dyν_>7 d'Z" ν (5.117 ) 
を導いた。式(5.117)において時間τを消去して ylXνp空聞に動作点(yl (τ). XII(τ)， yl ('Z") 
の軌跡すなはち積分曲線が求められるo Xl=O. Yl=O. XII=O. および YII=Oなる特異点
は式(5.8)の基本調波解に対応する。式(5.117)で表わされる系が安定な特異点を持つ場合
には基本調波解は安定である。これが不安定となり，式(5.117)で表わされる系が ylXI yl 
空聞に安定なりミットサイクルを持つ場合には動作点(yl ('Z") ，恥('Z")， Yν('Z"))は時間の経過と
共にリミットサイクルに沿って動き続ける。換言すれば，振幅および位相角が定常状態におい
ても一定値に落ち着かないで周期的に変化する概周期振動が発生する。
式(5.117)を計算機を用いて解き，定常状態における Xl，yl， XII' および p を求める。
これらを用いて式(5.116)および式(5.117 )より a，h.および dh/d'Z"を計算し， 時間 τ=
2nπ， (π= 0，1，2，…-一)の時点での値を ah dh/d'Z"空間に写像するJ式(5.116)および
式 (5.117)より
α( 2ππ) = yl ( 2ππ) 
h ( 2ππ)=yν( 2ππ) ( 5.118) 
dh ( 2九π)/d'Z"= Yν+ XI (2九π)
本式 (5.117)で表わされる自律系におけるリミットサイクルと式 (5.S)で表わされる非自律系における
不変閉曲線を比較するため， リミットサイクルをabωjd'r 空間に写像した。なお式 (5.S)はaについ
て1階'. bについて2階の連立微分方程式であり，不変閉曲線は ab dbld'r空間に写像した。
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の関係がある。ただし dh(2九π)Id'lは時間 'l=2ππにおける dhld'l を表わす。
まず，系のパラメタが
kt=0.18， れ=0.05. m= 1.0. B= 1.9 (5.119 ) 
の場合の数値例を考える。これらのパラメタの値を用いて式(5.117)より Xlo ylo X/I. およ
び p を求め，これらを式(5.118)を用いて a.h. dhld'lに変換する。動作点は図 5.13のリ
ミットサイクルに沿って動く。隣り合った2点の時間間隔は2πすなはち外力の 1サイクルに
2ー 。 2 2 。 2 
1| 





m = 1.0 m = 1.0 -2.2 









a b db/ dτ空間への写像). 
図5.14 外力に同期化しない概周期振動に対応す
るリミットサイクル(式 (5.117)の解の
時間 τ=2九π(n=0， 1， 2，……)にお
ける ab db/d7:空間への写像). 
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等しく，数字 1，2， 3，……を添えた動作点はそれぞれ時間 τ=2死 4π'. 61t".……の時点での
点 (h， dh/d:r)である。
つぎに，系のパラメタが
kl = 0.18. れ=0.05. m = 1.0， B= 2.65 ( 5.120) 
の場合の数値例を考える。これらのパラメタの値を用いて計算されたりミットサイクルを図
5.14に示す。リミットサイクルを1周するに要する時聞は 2πx3.48……である。これら 2つ
の数値例を比較することにより，図 5.13および図 5.14に示すように 2つの型の概周期振動が
考えられる。前者は α軸に対称に2つの分離したリミットサイクルを有し，これらのリミット
サイクルの hdh/d'l 平面への投影は内部に原点を含まない。 この場合には振動の振幅および
位相角は変調されているが，概周期振動は外力に同期化し，平均周波数は外力周波数に等しい。
図 5.14において 2つのりミットサイクルが結合して 1つの閉曲線を形成し，閉曲線の hdh/dτ 
平面への投影は内部に原点を含む。この場合動作点がリミットサイクル上を 1周すると位相が
2π すなはち外力の 1サイクルだけ移相するので概周期振動は外力に同期化していない。動作
点がリミットサイクルを 1周するに要する時聞が 2πX3.48…ーであるから平均周波数 νは
1.15……である。
(b) 変換法を用いた位相空間解析
式 (5.8)で表わされる系に概周期振動が発生する場合には， a h dh/dτ 空聞における時間





に示す。図において数字 1，2， 3，……を添えた点は時間'l'=21t". 4π， 61t"，……の時点での
点 (h，dh/d'l')である。 これらの閉曲線は前節における数値解析の結果(図 5.13および図
5.14 )と概ね一致する。また図 5.16に示した閉曲線に対応する概周期振動の平均周波数 νは
1. 22……である。
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ー2 。 2 
*1= 0.18 
*2= 0.05 
m = 1.0 










B = 2.65 
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および%の周波数νた。ただし，図 6.5の斜線を施した狭い領域では，電源周波数の;4， %， 
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としたので，式 (5.4)，式 (6.1)，および式 (6.2)より次式を得る。
九ωφn=70.0[V]，
図 6.3に示した振動発生領域において，容量C


















? ? ? ? ?












は1および 1-2νである。これらの周波数成分は式 (5.13)の周波数成分と一致する。図 6.8









B= 1.05で振幅が跳躍し:零となり bは振動しBを減少すると，B= 3.25まで振動が存在し，



















































































および図 6.14に示した。図 6.13において第2高調波振動は B=2.77.....3.01およびB=3.81 
第2高調波振動が不安定とな. 4.14では安定であるが B=3.01... 3.81では不安定となる。
るBの範囲では，振動は電源電圧に同期化しているが振幅および位相は変調し，周波数〆ぉ
よび 2-〆の周波数成分を含む。図 6.12.図 6.13，および図 6.14に示すようにbの主要成分
これらの周波数成分は式 (5.14)の周波数成分と一致する。の周波数は vおよび 2-11であり，
各振動の磁束仇+ゆ2，φl-ifJ2 ，電圧Vz，および電源電圧Yの時間的変化を観察した結果を図





























( 6.5) B= 1.90 m=1.0， k=0.18. オシログラム (e): 
(6.6 ) B=2.65 m= 1.0， k=0.18. オシログラム (j): 
これらの概周期である。平均周波数νが%とMの聞の概周期振動と同様に位相解析を行ない，
振動に対応する位相平面上の閉曲線を求めた。その結果を図 6.17および図 6.18に示す。これ
らの実験結果を比較することにより図 6.17および図 6.18に示すように 2つの型の概周期振動
のあることが判る。前者は原点に対して対称に 2つの分離した閉曲線を持ち，閉曲線は内部に
原点を含まない。この場合，振動の振幅および位相は変調されても，振動は電源電圧に同期化
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(b) 113-1ノ2-harmonic oscillation (m =4.0， 8 =1.6) 
R1?iハハハハハハハハハハハハハハハハハハハハハハハハハハl
リ vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv
ち7Y2ハハハハハハハハハハハハハハv v v v v v v v v v v v v-v
pPハハハハハハハハハハハハハハv v v v v v v v- v v V ¥ 







n I~~\ ^ ハ^ハハハハハハハハハハハハハハハハハハハハハハハハ 1JVVVVV-VVVVVVVVVVVVlJUVVVvVVVVVVV 
(d) Harmonic oscillation (m =1.0， 8= 1.3) 
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(e) 1-312-harmonic oscillation (m=1.0， 8=1.9) 
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(f) 1-3/2 -harmonic oscillation (m = 1.0， 8 = 2.65) 
図 6.15-2 各振動の磁束 φt+oz，Ol-OZ，電圧 Vz，および電源電圧 V.
-173ー
ハAV-AAA A Aハハハハハハハハハ八ハハハハハ八ハハ^ ^ ^ -1 vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv 
rhハハハハハハハハハハハハハハハハハハハハハハハハハハlrvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv 
k;\~2^ M ^ ^^  ^  M ^ ^^ M ^ ^^ ^ ^   ^  ^ ^  ^ ^  ^ ^  ^ ^  ~ VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV
i" I~~" A ~ " A ~ " A ~ " A ~ハ A~ ハ II~"A~"A~"A~ ハ A~ ハ A~"A~"A~"A~VVVVVVVVVVVVVVVV~VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVV~VV~V\ 








2 nd harmonic oscillation (m =0.4， 8 =2.9) 
ハ/.v. ^  ^ ハ^ AAAA ハハハハハ八ハ^^^^^^^^^^~v vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv 
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(i) 2-512-harmonic oscillation (m=0.4， 8=3.3) 
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(j) 3rd harmon ic oscillat ion (m=O.2， B =3.4) 
図 6.15-4 各振動の磁東 Ol+O2，Ol -O2 ， 電圧γ2 ，および塑竪 V~.i
k，=0.18 
m =4.0 










図 6.16 平均周波数が 0.42…の同期化しない概周期振動に対応する不変
閉曲線.
? ?? ，??
k1 = 0.18 
m = 1.0 
8 = 1.9 







k1 = 0.18 
m = 1.0 

































































付録 1 Hi 1の方程式の係数
第1章および第3章における HiIlの方程式の係数 (}o'(}，.，および九は周期解 Vo('l")の各振
幅および位相角で表わされる。これらの係数を以下に示す。
1.1 式(1. 74)の係数 (}o，(}，.，および En(九=1......4)
OK232-。=ー (一一)+一一(A 1 -+ A1L -+2 Ao -) 2m' 2m' - 72 
(}，.2 (}ns 2 + (}，./， ?? ?
(}ls=ま[2Aμ。郎匂-AIAUsin(αl-aU)] 
(}lc=去[2Aμ。酬がd吻 COS(α1一句)J
3 / 1 . 2 
f)2s= _~ ( : A1L' sIn 2α + 2AIAoωSa1 ) 2s-2m ¥ 2イイ
(}?~= 2_(_'! 2c  ~ -= Au -COS2au +2AIAo Smal) 2c-2m '2イイ ノ
03s=JLAdusin(αl+a lL ) 







1.2 式(1. 84)の係数 f)o.九，およびら(π=1......5) 
k ，2 3 。匁 9
(}o二一(一一) +一一(AI2+A3/'+AI/2)2m' 2m イ ys
OJ=Onsz+OnC2， 九=凶-1Jr
-180-












I. 3 式(1. 98)の係数 (}o，(}，.，および九(九=1""6) 
0・=ー(去)2+ま(df+d%2十d%2+川
(}，.2= (}，.s 2 + (}，.C z ， 九=凶-zfE 
v，.c 
。 3
1s=五二[-AIA%sin(a1-a%) -A%イYssin(α%-aYs)+2AYsAo COSaYs J 
(}，_=~ 
1c=五二[AIAya伽 (a1 αーya)+AysAYs伽 (aYsー“Ys)+2AYsAosinαYsJ 
(}2s= ~3 r.! s-一[:Av. Sm2α -A1Ausm(α1-α) +2A2.-!AOOOSα] 2m L"2 1'1Ys ''" ""~ ys イ イ九YsJ
0 31 
2c=易ト27d%zm2dFd+dd%∞s(a1ー ら)+2AYs Ao sinaya J 
-181一
{}3s =去[A7，.iAT3'sin (ct%+匂)+2AIAocosct1 ] 
0九3討c-去[吻匂伊ω州S吋(α匂%+刊α匂νT3')+2μイム仏1
{}..=2r _! 4s = 2~ [; A% •sm 2α% +A1AT3'Sm (ctaαT3')] 
3 _ 1 . 2 
84c=z[-15d%&C052q-AdMCOS(叫十句)J
。5s=JLAdzsin(¢z+ら)
，cm ，.， '. 
{}5c=一三A1A2/COS(αけ ι)2m II1E1，ち A




1.4 式(1.111)の係数 {}o， 8，.，および el(π=1-6 ) 
OK 23 





-_2r A8LAー Sm(d-d)-ld-2sin2αー]2m Ln %イ%イ 2 イ/至
。=JL[AJCOSMJ)-id-2∞S2ctu ] 2m --72 イ九Y2/-"2イイ」
o，ziLAAlIl(α1 + ct，/) 
•• 2m 72 72 
8.t=一三 Alん∞S(角川ν)
山 2m 72 72 
。ニ土[As/.Aー sin(ctSL +α)十土A2siTIME]2m イイ %-'~}1') T "2 
-182ー
{}4c= 一三[A・Al/ cos ( aSL +α )+idfm2dz] 2m Ln%nu イ U J'2
05s=f-dJu S1n(α1十九)




4m n% woJ"'~% 
l. 5 式(1.118)の係数 {}o• (}".および九 (π=1-5) 
k ， 2 3 • • • 
(}o =ー(三五) +2:(At"+AYs'+AYs孟)
{}"2={}，s 2 +{}，/. 
?? ?
3 _ 1 2 
-EZ[27 d%z Sln2d%-Aイyssin (αYs-at) -AIAYa sin (a1 -aYa)] 
3 _ 1 2 
ニ EZ[-15d%a∞52αya+ A1AYs C05 (αYs-a1) +A1AYaω5 (α1-αYa)] 
{}2sこま[A1AYs sin (叫十句)-AYs匂 sin(aYs一匂)]
{}2c=乏M 匂 C05(a1均 )+AYsAYaCOS(均一句)]
3 _1 • 
{}3S=一一[:Al.sin2α+AvAI/ sm (α +al/)] 2m L2E11 ')lIl "'~l'É1Ysイイ ys
3 _1 • 
63c=-23;[:7dJ∞S2α1 + AYsAYs∞1$(αYs+αYs) ] 
-iMm(的 +α)
2m イイ





I. 6 式(1.127)の係数 {}o'{}"，および九(九=1-4) 
k，Z 3.....0 ._.. 








3 _ 1 • 
{}?s=一一[:At~ sin2a1+AzAo∞ISaz J “ 2m ~ 2 
3 _ 1 • 
{}2c=ー ト:A/ COS2at+ AzAosin的]
2m ~ 2 
03s=3LJZSin(い的)
L.m 
。 33c= -;:-AtAzCOS (a 1 +az) 
L.m 
{}4s=か22sin糾
{}4c=-~ A/ COS2az 
4挽
1. 7 式(1. 135 )の係数{}0' {}"，およびら(n=1-6)
k ，2 3 
{}o =ー(一一-)+一一 (A12.+ん2+A32+2Ao2)2m' 2m 
oJ=OJ+Onc ε，，-切-zfEi
V"C 









c-一一[ー.::AI2COS2at+AtA3COS(α1 -a3) + 2A2 Aosin的]





L.m 。 3_ 1 .• 
=一一[: A2' sin2的 +Al A3sin (a1 +a3)J 2m ~ 2 
3 _ 1 2 









I. 8 式(1.143)の係数 80，8"，および九(九=1'"'"12) 
k..2 3 ， .2. .2._.2 80=ー(EZ;)十三平(A16+ん +2Ao~ + A% ~ + A~ ~ + A; ) 
oJ=Onsz+Oncz， en=加合
81$=去[A%A3Sin(a%-a3) -Al匂 sin(α1ー ら)
+A2A%sm(a2ー α%)+2AoA~邸å~J
81c=会同A3a5(均一向 )+AIA~ 伽(尚一ν
+A2A，% 郎(α2-å ，% )+2AoA~smα~J
3 ~ 1 . 2 
82.=一一[: Au' sin 2 a 1/ + A 1 A 2 sin (α1 -a2) 
2m ~ 2イ%
+んA3sin (az -a3) +2A lAo a5a1 ] 
3 _ 1 2 
82c=一一[ー :AI/ . aS2al/ + AIA2a5 (a1-a2) 
話 2m ~ 2 ノ五 % 
-185ー
+A2AaCos(α2-αa) +2A 1 Aosin ct1 J 
{}3s=去[-A2匂 sin(い%)+μ，%sin (日以+A1A%sin(的+匂)J
(J3c=去[A2A%郎(日%)+A1A，%COS(いが-A1い S(cta匂)J
。 3_ 1 
s-一一[:A1.sm2ctl-As/-AlLSm(α -ctl/) 2m ~ 2 イ %""III~~，%-~%
十A1Aasm(α1-的 )+2AzA。αlSctz J 
。4c=~r-.! -一一ト::-Al-cos2ct1+AvAI/ cos (α -ct 2m - 2 イイ ，%-~% 
+A1Aa∞S (ct1-cta) +2A2Aosinα2 J 
{}5s=ま[A%AaSin (ら-cta)+A2A%sin(ct2+匂)+2AoA，% cosct，% J 
O5c=23[ν3 COS (ら引 -A2A%則的+匂)+2AoA，% s円]
(}6s=ま[A1A2sin(ct1+的)+句A%sin (匂+匂)+2Ao仰向]
(}6c=一三[-A1A2COS(α+ct2)-ASLAI/ cos (cts/+ ct，/) +2ん Aasin的]2m L .I":Il.1":  ""¥ ~1'~2) .1，%.1":1% "V.J¥ ~，%' ""% T ，c，.I":IO .I":I O)II"a J 
。7s=去同Aasin (匂+cta)+ムヤin(山匂)J
(}7c=一主[-A%AaCOS(ct%+cta) -A1A，%郎 (α1十ct.%)]2m イイ
{}ss= ~r.! -一一[: Az. Sin2α2 + A1Aa sin (叫+αa)J
2m -2 
(}sc=~r _.! c-一一[ーーんz郎2α2-A1ん郎(α1+cta) J 
2m - 2 
{}9s= _2_んASLsin ( ct2 + ctsL ) 2m --/1長
{}9c=ーか2物防(ct2+ct，%) 
。 3 _ 1 . • 
108=EJ7[玄A，%“sm2α.%+A2Aasm(α2+的 )J
。 3_ 1 金
10c=EZ[-Edpd aωS 2ct.% -A2As∞S(的+的)J
-186ー
。日2ごAY2A3Sin(aY2+a3)






1. 9 式(1.152)の係数 80，8"，およびら (n=1-9)
k.. 2 . 3 ， • 2 
80=ー(75)+zU1+匂2+匂 2+ A3 2) 
oJ=OnS2+Onf， 
?? ?
3 ~ 1 . •
8}$= 2:n[; A7S'< sin2α7S'-A 1 AYs sin (α1-α7S') +AYsA3Sin(αYs-α3)J 
3 r 1 . 2 





846=ま[AYsAYssin (aYs+aYs) +仰 3sin(弘一的)J
84c=会[-Aが%邸(aYs+aYs)+AYsA3 COS (弘一向)J
85.=会[ν3sin (匂+a3)+μys sin(的+匂)J 
















L 10 式(1.160)の係数 (}o，0，. ，およびら (π=1-5) 
k，2 3 2 2 2 
(}o =ー (一一)+一(A13+A3 3 +AS") 2m' 2m 
oJ=Onsa+Onez， E，. =tar泊I目n-1
u 毘c
3 _1 .• 
(}ts=ー [:A1'sin2的 +A3Assin(的 -as)+AIA3sin(αl-a3)] 
日 2m~ 2 
3 ~ 1 . 2 
(}lC=ー [-: Al"COS2a1 +A3AsCOS( a3ー 時)+AIA3COS(a1ー 的 )] 
日 2m- 2 
九 =JL[d1MinMz+的)+AIAssin (a1一民)J
~1i乱
(}2c=三一[-AIA3COS(α1+的)+ A 1 A s COS (a1-as) ] 
~押Z
3 ~ 1 .• 
(}3.=ー [ー:A33sin2a3+AIAssin (a1+as)J 
2m ~ 2 
3 ~ 1 • (}3c= ー[ー~ A/αぉ2的 -A1ん郎(α1十時)J









1.11 式(3.50)の係数{}0 ，.{}" ，およびε"(n=l-8) 
k，2 3..2 2 
(}o =ー(五五)+EZ(dJ+匂~+々 は 2十2A/) 
. (}.. 
{}，2 = (}". Z + {}nc Z， E，=tan-且示ニ
v"c 
。1s=ま[dId%Sin(尚一a% ) -A 1 A~ sin (α1ー ら)
+J4%J42Sln(ds/-dz)+2d J4.md] ~~ '-Z.I I &Jf.lU イ」
。lc=去山%ωS(日%)+AIA~ 伽(い~)
+A%A2郎 (a%ー α2)+2AlLAosinalL] ~ .n...，.，，-~ 
(}ft.=~r.! 包s一一一[: Al-' ~sin2åu -AsL. Au sin (α3.! -α ) 2m L 2 n.~ "'IIJ'<'-~- n.%イ /五イ
+ A lAoin (a1-a2) + 2AIAoCOSαt] 
。 3 _ 1 • 
c一一一[ー..:...A./.臨 2alL+ ASL AJ.L cos (aSL - aJ.L) 2m L-2"'% 1.N"'~-~'J'1%n.~I.N"'\-%--~ 
+AIA2∞S(α1ー α2)+2A lAo sinα1 ] 
(}3S =三一[AuA2sin(α ー 山)+AIAl/sin(α1+αー ) +2A・A∞SaSL. ] 2批%ノ~ -. I ，.n. I .n.~ノ~J ..~.t:I%.t:I O \N"'-% 
(}3C=三 [AuA2郎 (α ーα2)-A 1 A 1/ cos (a1 +αー ) +2AsLAosinι] 2m イイ % イイイ
(}. =.2. r.! 4.一一一 [::A1-sm2的 +ASLAlL sm (ι +a1L) +2A2Aocos的].-2m L2 n.1 "'111'<'-1' n.%イイイ 」
(}. =~r_.!_ .4 .2 c 一一一[ー~ Al ~COS2ål-A~/A1/ COS(å~.+α:~)+2A2Aosinå2 ] 2m L-2J'11 \N"'~~I- .t:I%.t:I~\N.，\~% 
。5.=去[AIA%sin(山%)叫〆2sin(ら+的)J
-189-
05c=え [-A 1A% 郎(日%)~匂AzCOS (ct72' +的)]
3 _ 1 2 
06.=ー [ー:As/." sin2α +AIA2sin (αl+ct2)] 2m -2イ%
。 3 _ 1 
c-一一[一-A/Z∞S2cts/..-A1A2COS(α1+的)]2m - 2 -72 72 
878=idM2sin(九州z)
，cm _ - '. 




























































































スイッチ SWが聞かれたとき， リレー MClの接点 αおよび bは開く， 引続きりレーMCz
が励磁されなくなり，その接点 cおよび dも開く。(図18.2f) 同時に SCRlおよびSCRz
-194ー








← Contacts a， b opened 
Emitter potential 01 UJT 
Base 81 potential 01 UJT 
~ーー田ー圃
.← Contacts c， d opened 






って決まる。前者は 3[μSJ程度であり，位相角で 0.1度以下である。 (交流電圧の 1サイク





















tp=α。+α1eg+α2eg z 、 、 ， ，? ?????、
ここに tpはプレート電流であり ， egはグリッド電圧である。また αo，αいおよび αzは真
空管の特性による定数である。平衡型変調器の出力は
2a lEl sm2πftt十2a2EIE2[ωS2π(f2 -fd t-COS2π(f 1十f2)t] (肌 2)
















































































数を持つ入力電圧ESin2π(/o:t 12) tを端子 3，4に印加したときの出力電圧は，共振周波数を
持つ入力電圧Esin2π/0tを端子 3，4に印加した場合の 4%となった。図W.2cに示すように







丘三=九1(t) X 1十九2(t)X2+Ps3(t) X3' 
dt 
(s = 1，2，3) (V. 1) 
ここに係数Psi(t)，(i， s=1，2.3)は周期Lの周期関数であるとする。式0.1)の互に独立な
基本解
(i) ρi' '" (i) 
Xl "'(t) = e~" q> 1'" (t) 
(.)'1¥ _ nllit，^ (i) X2 ，'(t) = e~" q> 2 ，. (t) ( V_2) 
(i) βit，^ (i) X3"'(t)= e"'-q>3"'(t)， ( i =1，2.3) 
に現われる周期間数帆(t)，れ(i)，およびれ(i)を用いて
(1) _ L "， (2) _ L '^ (3) 
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